
12

H
ÌN

H
 H

O
ÏC



 

(Tái bản lần thứ mười một) 



 2 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

KÝ hiÖu dïng trong s¸ch  
 

 

 Ho¹t ®éng cña häc sinh trªn líp 
 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B¶n quyÒn thuéc Nhμ xuÊt b¶n Gi¸o dôc ViÖt Nam  Bé Gi¸o dôc vμ §μo t¹o. 
 

 

01-2019/CXBIPH/648-935/GD  M· sè : CH202t9 

 



 3
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 Kh¸i niÖm vÒ khèi ®a diÖn 

 Khèi ®a diÖn ®Òu 

 ThÓ tÝch khèi ®a diÖn 
 

 

 

 

 

Một khối muèi ¨n 

 

 

 

Trong thùc tÕ chóng ta th−êng gÆp nh÷ng vËt thÓ kh«ng 

gian ®−îc giíi h¹n bëi c¸c ®a gi¸c như viªn g¹ch, khèi 

lËp ph−¬ng, kim tù th¸p Ai CËp, tinh thÓ cña mét sè hîp 

chÊt ho¸ häc nh− muèi ¨n, phÌn chua .... Nh÷ng vËt thÓ 

®ã ®−îc gäi lμ nh÷ng khèi ®a diÖn. VÒ mÆt to¸n häc, 

viÖc ®Þnh nghÜa chÝnh x¸c khèi ®a diÖn kh«ng ®¬n gi¶n. 

Trong ch−¬ng nμy ta chØ giíi thiÖu kh¸i niÖm vÒ khèi ®a 

diÖn, khèi ®a diÖn ®Òu vμ ®−a ra c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch 

cña mét sè khèi ®a diÖn quen thuéc. 

CH¦¥NG  I 
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§1. KH¸I NIÖM VÒ KHèI §A DIÖN 

 

 

 

 

 

1 Nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa h×nh l¨ng trô vμ h×nh chãp. 
 

I- Khèi l¨ng trô vμ khèi chãp 

Quan s¸t khèi rubic trong h×nh 1.1, ta thÊy 

c¸c mÆt ngoμi cña nã t¹o thμnh mét h×nh 

lËp ph−¬ng. Khi ®ã ta nãi khèi rubic cã 

h×nh d¸ng lμ mét khèi lËp ph−¬ng. Nh− 

vËy cã thÓ xem khèi lËp ph−¬ng lμ phÇn 

kh«ng gian ®−îc giíi h¹n bëi mét h×nh lËp 

ph−¬ng, kÓ c¶ h×nh lËp ph−¬ng Êy. 

T−¬ng tù, khèi l¨ng trô lμ phÇn kh«ng 

gian ®−îc giíi h¹n bëi mét h×nh l¨ng trô 

kÓ c¶ h×nh l¨ng trô Êy, khèi chãp lμ phÇn 

kh«ng gian ®−îc giíi h¹n bëi mét h×nh 

chãp kÓ c¶ h×nh chãp Êy, khèi chãp côt lμ 

phÇn kh«ng gian ®−îc giíi h¹n bëi mét 

h×nh chãp côt kÓ c¶ h×nh chãp côt Êy.  

Tªn cña khèi l¨ng trô hay khèi chãp ®−îc ®Æt theo tªn cña h×nh l¨ng trô hay 

h×nh chãp giíi h¹n nã. Ch¼ng h¹n øng víi h×nh l¨ng trô lôc gi¸c 

ABCDEF.A'B'C'D'E'F' ta cã khèi l¨ng trô lôc gi¸c ABCDEF.A'B'C'D'E'F', 

øng víi h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD ta cã khèi chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD 

(h.1.2) ... 

   

H×nh 1.2 

H×nh 1.1 
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Ta còng gäi ®Ønh, c¹nh, mÆt, mÆt bªn, mÆt ®¸y, c¹nh bªn, c¹nh ®¸y... cña mét 

h×nh l¨ng trô (h×nh chãp, hay h×nh chãp côt) theo thø tù lμ ®Ønh, c¹nh, mÆt, 

mÆt bªn, mÆt ®¸y, c¹nh bªn, c¹nh ®¸y... cña khèi l¨ng trô (khèi chãp, hay 

khèi chãp côt) t−¬ng øng. 

§iÓm kh«ng thuéc khèi l¨ng trô ®−îc gäi lμ ®iÓm ngoμi cña khèi l¨ng trô, 

®iÓm thuéc khèi l¨ng trô nh−ng kh«ng thuéc h×nh l¨ng trô øng víi khèi l¨ng 

trô ®ã ®−îc gäi lμ ®iÓm trong cña khèi l¨ng trô. §iÓm trong hay ®iÓm ngoμi 

cña khèi chãp, khèi chãp côt còng ®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù. 

VÝ dô   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 1.3 

Kim tù th¸p ë Ai CËp lμ k× quan 

duy nhÊt trong b¶y k× quan cña thÕ 

giíi cæ ®¹i cßn l¹i ®Õn ngμy nay, 

chóng cã h×nh d¸ng lμ nh÷ng khèi 

chãp tø gi¸c ®Òu. 

 

 

 

II- kh¸i niÖm vÒ h×nh ®a diÖn vμ KHèI §A DIÖn 

1. Kh¸i niÖm vÒ h×nh ®a diÖn 
 

    

H×nh 1.4 
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2 KÓ tªn c¸c mÆt cña h×nh l¨ng trô ABCDE.A’B’C’D’E’ vμ h×nh chãp S.ABCDE (h.1.4). 

Quan s¸t c¸c h×nh l¨ng trô, h×nh chãp nãi ë trªn ta thÊy chóng ®Òu lμ nh÷ng h×nh 

kh«ng gian ®−îc t¹o bëi mét sè h÷u h¹n ®a gi¸c. C¸c ®a gi¸c Êy cã tÝnh chÊt : 

a) Hai ®a gi¸c ph©n biÖt chØ cã thÓ hoÆc kh«ng cã ®iÓm chung, 

hoÆc chØ cã mét ®Ønh chung, hoÆc chØ cã mét c¹nh chung. 

b) Mçi c¹nh cña ®a gi¸c nμo còng lμ c¹nh chung cña ®óng 

hai ®a gi¸c. 

Ng−êi ta cßn gäi c¸c h×nh ®ã lμ c¸c h×nh ®a diÖn.  

Nãi mét c¸ch tæng qu¸t h×nh ®a diÖn (gäi t¾t lμ ®a diÖn) lμ h×nh ®−îc t¹o bëi 

mét sè h÷u h¹n c¸c ®a gi¸c tho¶ m·n hai tÝnh chÊt trªn. Mçi ®a gi¸c nh− thÕ 

gäi lμ mét mÆt cña h×nh ®a diÖn. C¸c ®Ønh, c¹nh cña c¸c ®a gi¸c Êy theo thø tù 

®−îc gäi lμ c¸c ®Ønh, c¹nh cña h×nh ®a diÖn (h.1.5). 

 

H×nh 1.5 

2. Kh¸i niÖm vÒ khèi ®a diÖn 

Khèi ®a diÖn lμ phÇn kh«ng gian ®−îc giíi h¹n bëi mét h×nh 

®a diÖn, kÓ c¶ h×nh ®a diÖn ®ã. 
 

Nh÷ng ®iÓm kh«ng thuéc khèi ®a diÖn ®−îc gäi lμ ®iÓm ngoμi cña khèi ®a 

diÖn. Nh÷ng ®iÓm thuéc khèi ®a diÖn nh−ng kh«ng thuéc h×nh ®a diÖn giíi 

h¹n khèi ®a diÖn Êy ®−îc gäi lμ ®iÓm trong cña khèi ®a diÖn. TËp hîp c¸c 

®iÓm trong ®−îc gäi lμ miÒn trong, tËp hîp c¸c ®iÓm ngoμi ®−îc gäi lμ miÒn 

ngoμi cña khèi ®a diÖn. 

Mçi khèi ®a diÖn ®−îc x¸c ®Þnh bëi h×nh ®a diÖn øng víi nã. Ta còng gäi 

®Ønh, c¹nh, mÆt, ®iÓm trong, ®iÓm ngoμi... cña mét khèi ®a diÖn theo thø tù lμ 

®Ønh, c¹nh, mÆt, ®iÓm trong, ®iÓm ngoμi... cña h×nh ®a diÖn t−¬ng øng. 
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Mçi h×nh ®a diÖn chia c¸c ®iÓm cßn l¹i cña kh«ng gian thμnh hai miÒn kh«ng 

giao nhau lμ miÒn trong vμ miÒn ngoμi cña h×nh ®a diÖn, trong ®ã chØ cã miÒn 

ngoμi lμ chøa hoμn toμn mét ®−êng th¼ng nμo ®Êy. 

 
H×nh 1.6 

VÝ dô 

 C¸c h×nh d−íi ®©y lμ nh÷ng khèi ®a diÖn : 

 

H×nh 1.7 

 C¸c h×nh d−íi ®©y kh«ng ph¶i lμ nh÷ng khèi ®a diÖn : 

 

 
 

a)                               b)                                     c) 

H×nh 1.8 
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– Nh÷ng viªn kim c−¬ng cã h×nh d¹ng lμ nh÷ng khèi ®a diÖn : 

   

H×nh 1.9 

3 Gi¶i thÝch t¹i sao h×nh 1.8c kh«ng ph¶i lμ mét khèi ®a diÖn ?   

III- Hai §a diÖn b»ng nhau  

1. PhÐp dêi h×nh trong kh«ng gian 

PhÐp biÕn h×nh vμ phÐp dêi h×nh trong kh«ng gian ®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù 

nh− trong mÆt ph¼ng. 

Trong kh«ng gian, quy t¾c ®Æt t−¬ng øng mçi ®iÓm M víi 

®iÓm M' x¸c ®Þnh duy nhÊt ®−îc gäi lμ mét phÐp biÕn h×nh 

trong kh«ng gian. 

PhÐp biÕn h×nh trong kh«ng gian ®−îc gäi lμ phÐp dêi h×nh 

nÕu nã b¶o toμn kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm tuú ý. 

VÝ dô  

Trong kh«ng gian, c¸c phÐp biÕn h×nh sau 

®©y lμ nh÷ng phÐp dêi h×nh : 

a) PhÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ v


, lμ phÐp biÕn 

h×nh biÕn mçi ®iÓm M thμnh ®iÓm M' sao 

cho  
 
MM v  (h.1.10a).  H×nh 1.10a) 
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b) PhÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng (P), 
lμ phÐp biÕn h×nh biÕn mçi ®iÓm 

thuéc (P) thμnh chÝnh nã, biÕn mçi 

®iÓm M kh«ng thuéc (P) thμnh ®iÓm 

M' sao cho (P) lμ mÆt ph¼ng trung 

trùc cña MM' (h.1.10b).  

NÕu phÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng (P) 

biÕn h×nh (H) thμnh chÝnh nã th× (P) 

®−îc gäi lμ mÆt ph¼ng ®èi xøng cña (H).  

c) PhÐp ®èi xøng t©m O, lμ phÐp biÕn h×nh biÕn ®iÓm O thμnh chÝnh nã, biÕn 

mçi ®iÓm M kh¸c O thμnh ®iÓm M' sao cho O lμ trung ®iÓm cña MM' (h.1.11a).  

NÕu phÐp ®èi xøng t©m O biÕn h×nh (H) thμnh chÝnh nã th× O ®−îc gäi lμ t©m 

®èi xøng cña (H).  

            

a)          b) 
H×nh 1.11 

d) PhÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng  (hay phÐp ®èi xøng qua trôc ), lμ 

phÐp biÕn h×nh biÕn mäi ®iÓm thuéc ®−êng th¼ng  thμnh chÝnh nã, biÕn mçi 

®iÓm M kh«ng thuéc  thμnh ®iÓm M' sao cho  lμ ®−êng trung trùc cña MM' 

(h.1.11b). 

NÕu phÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng  biÕn h×nh (H) thμnh chÝnh nã th×  gäi 

lμ trôc ®èi xøng cña (H). 

NhËn xÐt 

  Thùc hiÖn liªn tiÕp c¸c phÐp dêi h×nh sÏ ®−îc mét phÐp dêi h×nh. 

  PhÐp dêi h×nh biÕn ®a diÖn (H) thμnh ®a diÖn (H'), biÕn ®Ønh, c¹nh, mÆt cña 

(H) thμnh ®Ønh, c¹nh, mÆt t−¬ng øng cña (H'). 

H×nh 1.10b) 
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2. Hai h×nh b»ng nhau 

Hai h×nh ®−îc gäi lμ b»ng nhau nÕu cã mét phÐp dêi h×nh 

biÕn h×nh nμy thμnh h×nh kia. 
 

§Æc biÖt, hai ®a diÖn ®−îc gäi lμ b»ng nhau nÕu cã mét phÐp dêi h×nh biÕn ®a 

diÖn nμy thμnh ®a diÖn kia. 

VÝ dô  

PhÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ v


 biÕn ®a diÖn (H) thμnh ®a diÖn (H'), phÐp ®èi 

xøng t©m O biÕn ®a diÖn (H') thμnh ®a diÖn (H''). Do ®ã phÐp dêi h×nh cã 

®−îc b»ng c¸ch thùc hiÖn liªn tiÕp hai phÐp biÕn h×nh trªn biÕn (H) thμnh 

(H''). Tõ ®ã suy ra c¸c ®a diÖn (H), (H') vμ (H'') b»ng nhau (h.1.12). 

 

 
H×nh 1.12 

 

 

 

 

4 Cho h×nh hép ABCD.A’B’C’D’. Chøng minh r»ng hai l¨ng trô ABD.A’B’D’ vμ 

BCD.B’C’D’ b»ng nhau.  
 

 

 

 

IV- PH¢N CHIA vμ l¾p ghÐp c¸c KHèI §A DIÖN 

NÕu khèi ®a diÖn (H) lμ hîp cña hai khèi ®a diÖn 1 2( ), ( )H H  sao cho 1( )H  

vμ 2( )H  kh«ng cã chung ®iÓm trong nμo th× ta nãi cã thÓ chia ®−îc khèi ®a 

diÖn (H) thμnh hai khèi ®a diÖn 1( )H  vμ 2( )H , hay cã thÓ l¾p ghÐp hai khèi 

®a diÖn 1( )H  vμ 2( )H  víi nhau ®Ó ®−îc khèi ®a diÖn (H) (h.1.13). 
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( )H      1( )H               2( )H  

H×nh 1.13 

 

VÝ dô. XÐt khèi lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D'. MÆt ph¼ng (P) ®i qua BDD'B' c¾t 

khèi lËp ph−¬ng ®ã theo mét thiÕt diÖn lμ h×nh ch÷ nhËt BDD'B'. ThiÕt diÖn 

nμy chia c¸c ®iÓm cßn l¹i cña khèi lËp ph−¬ng ra lμm hai phÇn. Mçi phÇn 

cïng víi h×nh ch÷ nhËt BDD'B' t¹o thμnh mét khèi l¨ng trô, nh− vËy ta cã hai 

khèi l¨ng trô : ABD.A'B'D' vμ BCD.B'C'D'. Khi ®ã ta nãi mÆt ph¼ng (P) chia 

khèi lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' thμnh hai khèi l¨ng trô ABD.A'B'D' vμ 

BCD.B'C'D'. 

T−¬ng tù nh− trªn ta cã thÓ chia tiÕp khèi l¨ng trô ABD.A'B'D' thμnh ba khèi 

tø diÖn : ADBB', ADB'D' vμ AA'B'D' (h.1.14). 

 

H×nh 1.14 
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Lμm theo qu¸ tr×nh ng−îc l¹i ta cã thÓ ghÐp khèi l¨ng trô BCD.B'C'D' vμ c¸c 

khèi tø diÖn ADBB', ADB'D', AA'B'D' víi nhau ®Ó ®−îc khèi lËp ph−¬ng 

ABCD.A'B'C'D'. 

NhËn xÐt 

Mét khèi ®a diÖn bÊt k× lu«n cã thÓ ph©n chia ®−îc thμnh nh÷ng khèi tø diÖn.  

BμI TËP 

1. Chøng minh r»ng mét ®a diÖn cã c¸c mÆt lμ nh÷ng tam gi¸c th× tæng sè c¸c 

mÆt cña nã ph¶i lμ mét sè ch½n. Cho vÝ dô. 

2. Chøng minh r»ng mét ®a diÖn mμ mçi ®Ønh cña nã ®Òu lμ ®Ønh chung cña mét 

sè lÎ mÆt th× tæng sè c¸c ®Ønh cña nã ph¶i lμ mét sè ch½n. Cho vÝ dô. 

3. Chia mét khèi lËp ph−¬ng thμnh n¨m khèi tø diÖn. 

4. Chia mét khèi lËp ph−¬ng thμnh s¸u khèi tø diÖn b»ng nhau. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

§Þnh nghÜa ®a diÖn vμ khèi ®a diÖn 
 

 

ë ®Çu ch−¬ng, chóng ta míi chØ tr×nh bμy s¬ l−îc vÒ c¸c kh¸i niÖm ®a diÖn 

vμ khèi ®a diÖn. B©y giê ta sÏ tr×nh bμy mét c¸ch chÝnh x¸c h¬n nh÷ng kh¸i 

niÖm ®ã.  

Kh¸i niÖm ®a diÖn vμ khèi ®a diÖn cã thÓ ®−îc hiÓu theo nhiÒu c¸ch kh¸c 

nhau. §a diÖn vμ khèi ®a diÖn võa ®−îc tr×nh bμy trong ch−¬ng I dùa vμo ®Þnh 

nghÜa sau ®©y. 

§Þnh nghÜa 

H×nh ®a diÖn (gäi t¾t lμ ®a diÖn) lμ h×nh ®−îc t¹o bëi mét sè h÷u h¹n c¸c ®a 

gi¸c, gäi lμ c¸c mÆt cña h×nh ®a diÖn, tho¶ m·n c¸c tÝnh chÊt sau : 
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a) Hai mÆt ph©n biÖt chØ cã thÓ hoÆc kh«ng giao nhau hoÆc cã mét ®Ønh 

chung, hoÆc cã mét c¹nh chung. 

b) Mçi c¹nh thuéc mét mÆt lμ c¹nh chung cña ®óng hai mÆt. 

c) Cho hai mÆt S vμ S', lu«n tån t¹i mét d·y c¸c mÆt S0, S1, ..., Sn sao cho S0 

trïng víi S, Sn trïng víi S' vμ bÊt k× hai mÆt Si, Si+1 nμo ( 0 1i n   ) còng 

®Òu cã mét c¹nh chung. 

C¸c ®Ønh, c¹nh cña mÆt theo thø tù ®−îc gäi lμ c¸c ®Ønh, c¹nh cña h×nh ®a diÖn. 

VÝ dô 

H×nh (H) trong h×nh 1.15 lμ h×nh t¹o bëi 

hai h×nh lËp ph−¬ng chØ chung nhau mét 

®Ønh. Khi ®ã (H) kh«ng tho¶ m·n tÝnh chÊt 

c) nªn nã kh«ng ph¶i lμ mét h×nh ®a diÖn.  

Tõ ®Þnh nghÜa trªn, ng−êi ta chøng minh 

®−îc ®Þnh lÝ sau gäi lμ ®Þnh lÝ Gioãc-®an 

(Jordan) trong kh«ng gian. 

§Þnh lÝ 

Mçi ®a diÖn chia c¸c ®iÓm cßn l¹i cña kh«ng gian thμnh hai miÒn sao cho : 

a) Hai ®iÓm thuéc cïng mét miÒn lu«n cã thÓ nèi víi nhau b»ng mét ®−êng 

gÊp khóc n»m hoμn toμn trong miÒn ®ã. 

b) Mäi ®−êng gÊp khóc nèi hai ®iÓm thuéc hai miÒn kh¸c nhau ®Òu cã ®iÓm 

chung víi ®a diÖn. 

c) Cã mét vμ chØ mét miÒn 

chøa hoμn toμn mét ®−êng 

th¼ng nμo ®Êy. 

MiÒn chøa hoμn toμn mét 

®−êng th¼ng nμo ®Êy ®−îc 

gäi lμ miÒn ngoμi cña ®a 

diÖn, miÒn cßn l¹i ®−îc gäi 

lμ miÒn trong cña ®a diÖn. 

§iÓm thuéc miÒn ngoμi gäi 

lμ  ®iÓm ngoμi, ®iÓm thuéc 

miÒn trong gäi lμ ®iÓm trong 

cña ®a diÖn.   

H×nh 1.15 

H×nh 1.16 
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Trong h×nh 1.16, A lμ ®iÓm trong, B, C, D lμ ®iÓm ngoμi cña h×nh ®a diÖn (H). 

MiÒn ngoμi cña (H) chøa ®−êng th¼ng d. 

§Þnh nghÜa  

§a diÖn cïng víi miÒn trong cña nã ®−îc gäi lμ mét khèi ®a diÖn. 

Trong thùc tÕ, chóng ta th−êng gÆp nh÷ng vËt thÓ cã h×nh d¸ng lμ nh÷ng khèi 

®a diÖn. Tõ nh÷ng c«ng tr×nh vÜ ®¹i nh− kim tù th¸p Ai CËp, nh÷ng toμ nhμ cao 

tÇng hiÖn ®¹i ®Õn nh÷ng vËt thÓ nhá nh− tinh thÓ cña c¸c hîp chÊt : ®−êng, 

muèi, th¹ch anh... ®Òu lμ nh÷ng khèi ®a diÖn. Do ®ã, viÖc nghiªn cøu c¸c khèi 

®a diÖn kh«ng nh÷ng lμm phong phó thªm c¸c kiÕn thøc vÒ h×nh häc mμ cßn 

gãp phÇn gi¶i quyÕt nhiÒu bμi to¸n thùc tiÔn, phôc vô cuéc sèng con ng−êi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

§2. KHèI §A DIÖn låi vμ 

khèi ®a diÖn §ÒU 

 

 

I- Khèi ®a diÖn låi 

 

Khèi ®a diÖn (H) ®−îc gäi lμ khèi ®a diÖn låi nÕu ®o¹n th¼ng 

nèi hai ®iÓm bÊt k× cña (H) lu«n thuéc (H). Khi ®ã ®a diÖn 

x¸c ®Þnh (H) ®−îc gäi lμ ®a diÖn låi (h.1.17).  
 

 

                              

 

H×nh 1.17 
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VÝ dô. C¸c khèi l¨ng trô tam 

gi¸c, khèi hép, khèi tø diÖn lμ 

nh÷ng khèi ®a diÖn låi. 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc 

r»ng mét khèi ®a diÖn lμ khèi 

®a diÖn låi khi vμ chØ khi 

miÒn trong cña nã lu«n n»m 

vÒ mét phÝa ®èi víi mçi mÆt 

ph¼ng chøa mét mÆt cña nã 

(h.1.18).  

1 T×m vÝ dô vÒ khèi ®a diÖn låi 

vμ khèi ®a diÖn kh«ng låi trong 

thùc tÕ. 

II- Khèi ®a diÖn ®Òu 

Quan s¸t khèi tø diÖn ®Òu 

(h.1.19a), ta thÊy c¸c mÆt cña 

nã lμ nh÷ng tam gi¸c ®Òu, mçi 

®Ønh cña nã lμ ®Ønh chung cña 

®óng ba mÆt. §èi víi khèi lËp 

ph−¬ng (h.1.19b), ta thÊy c¸c 

mÆt cña nã lμ nh÷ng h×nh 

vu«ng, mçi ®Ønh cña nã lμ 

®Ønh chung cña ®óng ba mÆt. 

Nh÷ng khèi ®a diÖn nãi trªn 

®−îc gäi lμ nh÷ng khèi ®a 

diÖn ®Òu. 

§Þnh nghÜa 

Khèi ®a diÖn ®Òu lμ khèi ®a diÖn låi cã tÝnh chÊt sau ®©y :  

a) Mçi  mÆt cña nã lμ mét ®a gi¸c ®Òu p c¹nh. 

b) Mçi ®Ønh cña nã lμ ®Ønh chung cña ®óng q mÆt.  

Khèi ®a diÖn ®Òu nh− vËy ®−îc gäi lμ khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {p ; q}.  
 

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta thÊy c¸c mÆt cña khèi ®a diÖn ®Òu lμ nh÷ng ®a gi¸c ®Òu 

b»ng nhau. 

a)              b) 

H×nh 1.19 

H×nh 1.18 
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Ng−êi ta chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ sau : 

§Þnh lÝ 

ChØ cã n¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu. §ã lμ lo¹i {3 ; 3}, lo¹i {4 ; 3}, 

lo¹i {3 ; 4}, lo¹i {5 ; 3} vμ  lo¹i {3 ; 5}. 
 

 

Tuú theo sè mÆt cña chóng, n¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu kÓ trªn theo thø tù 

®−îc gäi lμ c¸c khèi tø diÖn ®Òu, khèi lËp ph−¬ng, khèi b¸t diÖn ®Òu (hay 

khèi t¸m mÆt ®Òu), khèi m−êi hai mÆt ®Òu vμ khèi hai m−¬i mÆt ®Òu (h.1.20). 

 

H×nh 1.20 

 

 

2  §Õm sè ®Ønh, sè c¹nh cña khèi b¸t diÖn ®Òu. 

 

C¸c h×nh ®a diÖn ®Òu lμ nh÷ng h×nh cã vÎ ®Ñp c©n ®èi, hμi hoμ. C¸c nhμ to¸n 

häc cæ ®¹i xem chóng lμ nh÷ng h×nh lÝ t−ëng. VÎ ®Ñp cña chóng còng lμm 

nhiÒu ho¹ sÜ quan t©m. Lª-«-na-®« §a Vin-xi (Leonardo da Vinci) ho¹ sÜ 

thiªn tμi ng−êi I-ta-li-a ®· tõng vÏ kh¸ nhiÒu h×nh ®a diÖn trong ®ã cã c¸c 

h×nh ®a diÖn ®Òu. D−íi ®©y lμ h×nh m−êi hai mÆt ®Òu vμ h×nh hai m−¬i mÆt 

®Òu do «ng vÏ (h.1.21). 

                  

H×nh 1.21 
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B¶ng tãm t¾t cña n¨m lo¹i khèi ®a diÖn ®Òu 

Lo¹i Tªn gäi Sè ®Ønh Sè c¹nh Sè mÆt 

{3 ; 3} 

{4 ; 3} 

{3 ; 4} 

{5 ; 3} 

{3 ; 5} 

Tø diÖn ®Òu 

LËp ph−¬ng 

B¸t diÖn ®Òu 

M−êi hai mÆt ®Òu 

Hai m−¬i mÆt ®Òu 

4 

8 

6 

20 

12 

6 

12 

12 

30 

30 

4 

6 

8 

12 

20 
 

 

VÝ dô 

Chøng minh r»ng : 

a) Trung ®iÓm c¸c c¹nh cña mét tø diÖn ®Òu lμ c¸c ®Ønh cña mét h×nh b¸t diÖn ®Òu. 

b) T©m c¸c mÆt cña mét h×nh lËp ph−¬ng lμ c¸c ®Ønh cña mét h×nh b¸t diÖn ®Òu. 

Gi¶i 
a) Cho tø diÖn ®Òu ABCD, c¹nh b»ng a. Gäi I, J, E, F, M vμ N lÇn l−ît lμ 

trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AC, BD, AB, BC, CD vμ  DA (h.1.22a). 

3 Chøng minh r»ng t¸m tam gi¸c IEF, IFM, IMN, INE, JEF, JFM, JMN vμ JNE lμ 

nh÷ng tam gi¸c ®Òu c¹nh b»ng 
2

a
    

T¸m tam gi¸c ®Òu nãi trªn t¹o thμnh mét ®a diÖn cã c¸c ®Ønh lμ I, J, E, F, M, N 

mμ mçi ®Ønh lμ ®Ønh chung cña ®óng bèn tam gi¸c ®Òu. Do ®ã ®a diÖn Êy lμ 

®a diÖn ®Òu lo¹i {3 ; 4}, tøc lμ h×nh b¸t diÖn ®Òu. 

   

a)       b) 
H×nh 1.22 
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b) Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b»ng a (h.1.22b).  

 

4 Chøng minh r»ng AB'CD' lμ mét tø diÖn ®Òu. TÝnh c¸c c¹nh cña nã theo a. 

Gäi I, J, E, F, M vμ N lÇn l−ît lμ t©m cña c¸c mÆt ABCD, A'B'C'D', ABB'A', 

BCC'B', CDD'C' vμ DAA'D' cña h×nh lËp ph−¬ng. §Ó ý r»ng s¸u ®iÓm trªn còng 

lÇn l−ît lμ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AC, B'D', AB', B'C, CD' vμ D'A  cña tø  diÖn 

®Òu AB'CD' nªn theo c©u a) s¸u ®iÓm ®ã lμ c¸c ®Ønh cña h×nh b¸t diÖn ®Òu. 

BμI TËP 

1.  C¾t b×a theo mÉu d−íi ®©y (h.1.23), gÊp theo ®−êng kÎ, råi d¸n c¸c mÐp l¹i ®Ó 
®−îc c¸c h×nh tø diÖn ®Òu, h×nh lËp ph−¬ng vμ h×nh b¸t diÖn ®Òu. 

 

H×nh 1.23 

2.  Cho h×nh lËp ph−¬ng (H). Gäi (H’) lμ h×nh b¸t diÖn ®Òu cã c¸c ®Ønh lμ t©m c¸c 
mÆt cña (H). TÝnh tØ sè diÖn tÝch toμn phÇn cña (H) vμ (H’). 

3.  Chøng minh r»ng t©m cña c¸c mÆt cña h×nh tø diÖn ®Òu lμ c¸c ®Ønh cña mét 
h×nh tø diÖn ®Òu. 

4.  Cho h×nh b¸t diÖn ®Òu ABCDEF (h.1.24). 

Chøng minh r»ng : 

a) C¸c ®o¹n th¼ng AF, BD vμ CE ®«i 
mét vu«ng gãc víi nhau vμ c¾t nhau 
t¹i trung ®iÓm mçi ®−êng.  

b) ABFD, AEFC vμ BCDE lμ nh÷ng 
h×nh vu«ng. 

 

 

 

 H×nh 1.24 
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H×nh ®a diÖn ®Òu 
 

 

C©u chuyÖn vÒ c¸c h×nh ®a diÖn ®Òu mang nhiÒu tÝnh huyÒn tho¹i. Ng−êi ta 

kh«ng biÕt ®−îc ai lμ ng−êi ®Çu tiªn ®· t×m ra chóng. Trong mét cuéc khai 

quËt, ng−êi ta ®· t×m thÊy mét thø ®å ch¬i cña trÎ em cã h×nh hai m−¬i mÆt 

®Òu víi niªn ®¹i c¸ch chóng ta kho¶ng 2500 n¨m. C¸c nhμ to¸n häc cæ ®¹i 

Hi L¹p thuéc tr−êng ph¸i Pla-t«ng vμ tr−íc ®ã n÷a lμ tr−êng ph¸i Py-ta-go 

(thÕ kØ IV tr−íc C«ng nguyªn) ®· tõng nghiªn cøu vÒ c¸c h×nh ®a diÖn nãi 

chung vμ c¸c h×nh ®a diÖn ®Òu nãi riªng. C¸c nhμ to¸n häc thêi bÊy giê coi 

n¨m lo¹i h×nh ®a diÖn ®Òu lμ nh÷ng h×nh lÝ t−ëng. Ng−êi ta coi bèn lo¹i ®a 

diÖn ®Òu dÔ dùng lμ tø diÖn, h×nh lËp ph−¬ng, h×nh b¸t diÖn ®Òu vμ h×nh hai 

m−¬i mÆt ®Òu, theo thø tù t−îng tr−ng cho löa, ®Êt, kh«ng khÝ vμ n−íc, ®ã lμ 

bèn yÕu tè c¬ b¶n (theo quan niÖm cña thêi bÊy giê) t¹o nªn mäi vËt. Cßn 

h×nh m−êi hai mÆt ®Òu t−îng tr−ng cho toμn thÓ vò trô. 

 

 

      

Sau nμy ng−êi ta cßn t×m thÊy c¸c h×nh ®a diÖn ®Òu xuÊt hiÖn trong tù nhiªn 

d−íi d¹ng tinh thÓ cña nhiÒu hîp chÊt. Ch¼ng h¹n tinh thÓ cña c¸c chÊt 

sodium sulphantimoniate, muèi ¨n, chrome alum cã d¹ng  t−¬ng øng lμ khèi 

tø diÖn, khèi lËp ph−¬ng, khèi b¸t diÖn ®Òu. Cßn hai lo¹i h×nh ®a diÖn ®Òu 

phøc t¹p h¬n lμ h×nh m−êi hai mÆt ®Òu vμ h×nh hai m−¬i mÆt ®Òu, xuÊt hiÖn 
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trong khung x−¬ng cña mét sè vi sinh vËt biÓn vÝ dô : circogonia icosahedra 

vμ circorrhegma dodecahedra. 

C¸c h×nh ®a diÖn ®Òu lμ nh÷ng h×nh cã t©m, trôc hoÆc mÆt ph¼ng ®èi xøng. 

ViÖc nghiªn cøu c¸c phÐp biÕn h×nh biÕn mçi h×nh ®a diÖn ®Òu thμnh chÝnh nã 

®· ®Æt nÒn mãng cho lÝ thuyÕt vÒ c¸c nhãm h÷u h¹n, mét h−íng nghiªn cøu 

quan träng cña ®¹i sè. LÝ thuyÕt nμy cã nhiÒu øng dông trong viÖc nghiªn cøu 

c¸c d¹ng tinh thÓ cña c¸c hîp chÊt ho¸ häc. 

 

Mét sè vi sinh vËt biÓn 
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§3. kh¸i niÖm vÒ THÓ TÝCH CñA KHèI §A DIÖN 

 

 

 

 

 

ThÓ tÝch cña mét khèi ®a diÖn hiÓu theo nghÜa th«ng th−êng lμ sè ®o ®é lín 

phÇn kh«ng gian mμ nã chiÕm chç. Tõ xa x−a con ng−êi ®· t×m c¸ch ®o thÓ 

tÝch cña c¸c khèi vËt chÊt trong tù nhiªn. §èi víi nh÷ng vËt thÓ láng, nh− khèi 

n−íc trong mét c¸i bÓ chøa, ng−êi ta cã thÓ dïng nh÷ng c¸i thïng cã kÝch 

th−íc nhá h¬n ®Ó ®ong. §èi víi nh÷ng vËt r¾n cã kÝch th−íc nhá ng−êi ta cã 

thÓ th¶ chóng vμo mét c¸i thïng ®æ ®Çy n−íc råi ®o l−îng n−íc trμo ra... Tuy 

nhiªn trong thùc tÕ cã nhiÒu vËt thÓ kh«ng thÓ ®o ®−îc b»ng nh÷ng c¸ch trªn. 

Ch¼ng h¹n ®Ó ®o thÓ tÝch cña kim tù th¸p Ai CËp ta kh«ng thÓ nhóng nã vμo 

n−íc hay chia nhá nã ra ®−îc. V× vËy ng−êi ta t×m c¸ch thiÕt lËp nh÷ng c«ng 

thøc tÝnh thÓ tÝch cña mét sè khèi ®a diÖn ®¬n gi¶n khi biÕt kÝch th−íc cña 

chóng, råi tõ ®ã t×m c¸ch tÝnh thÓ tÝch cña c¸c khèi ®a diÖn phøc t¹p h¬n. 

 

I- Kh¸i niÖm vÒ thÓ tÝch khèi ®a diÖn 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng : cã thÓ ®Æt t−¬ng øng cho mçi khèi ®a diÖn 

(H) mét sè d−¬ng duy nhÊt ( )HV  tho¶ m·n c¸c tÝnh chÊt sau : 

a) NÕu (H) lμ khèi lËp ph−¬ng cã c¹nh b»ng 1 th× ( )HV = 1. 

b) NÕu hai khèi ®a diÖn 1( )H  vμ 2( )H  b»ng nhau th×  ( )1 2( ).H HV V  

c) NÕu khèi ®a diÖn (H) ®−îc ph©n chia thμnh hai khèi ®a diÖn 1( )H  vμ 2( )H  

th× : ( )1 2( ) ( ).HH HV V V   

Sè d−¬ng ( )HV nãi trªn ®−îc gäi lμ thÓ tÝch cña khèi ®a diÖn (H).  Sè ®ã còng 

®−îc gäi lμ thÓ tÝch cña h×nh ®a diÖn giíi h¹n khèi ®a diÖn (H). 

Khèi lËp ph−¬ng cã c¹nh b»ng 1 ®−îc gäi lμ khèi lËp ph−¬ng ®¬n vÞ. 

B©y giê ta sÏ xÐt thÓ tÝch cña khèi hép ch÷ nhËt cã ba kÝch th−íc lμ a, b, c. 

 

VÝ dô. TÝnh thÓ tÝch cña khèi hép ch÷ nhËt cã ba kÝch th−íc lμ nh÷ng sè 

nguyªn d−¬ng. 
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 ( 0H )   ( 1H )                   ( 2H )           (H) 

 

 

 

Gäi 0( )H  lμ khèi lËp ph−¬ng ®¬n vÞ.  

– Gäi 1( )H  lμ khèi hép ch÷ nhËt cã ba kÝch th−íc a = 5, b = 1, c = 1. 

1 Cã thÓ chia 1( )H  thμnh bao nhiªu khèi lËp ph−¬ng b»ng 0( )H  ? 

Khi ®ã ta cã  
1 0( ) ( )5. 5.H HV V  

 Gäi 2( )H  lμ  khèi hép ch÷ nhËt cã ba kÝch th−íc a = 5, b = 4, c = 1. 

2 Cã thÓ chia 2( )H  thμnh bao nhiªu khèi hép ch÷ nhËt b»ng 1( )H ? 
 

Khi ®ã ta cã   
2 1( ) ( )4. 4.5 20.H HV V  

 Gäi (H) lμ  khèi hép ch÷ nhËt cã ba kÝch th−íc a = 5, b = 4, c = 3. 

3 Cã thÓ chia (H) thμnh bao nhiªu khèi hép ch÷ nhËt b»ng 2( )H ? 

Khi ®ã ta cã 
2( ) ( )3.H HV V  = 3.4.5 = 60 (h.1.25). 

LËp luËn t−¬ng tù nh− trªn, ta suy ra : thÓ tÝch cña khèi hép ch÷ nhËt (H) cã 

ba kÝch th−íc lμ nh÷ng sè nguyªn d−¬ng a, b, c  lμ ( )HV = abc. 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng c«ng thøc trªn còng ®óng ®èi víi h×nh hép 

ch÷ nhËt cã ba kÝch th−íc lμ nh÷ng sè d−¬ng. Ta cã ®Þnh lÝ sau : 

§Þnh lÝ 

ThÓ tÝch cña mét khèi hép ch÷ nhËt b»ng tÝch ba kÝch th−íc 

cña nã. 

H×nh 1.25 
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II- ThÓ tÝch khèi l¨ng trô 

NÕu ta xem khèi hép ch÷ nhËt ABCD.A'B'C'D' nh− lμ khèi l¨ng trô cã ®¸y lμ 

h×nh ch÷ nhËt A'B'C'D' vμ ®−êng cao AA' th× tõ ®Þnh lÝ trªn suy ra thÓ tÝch cña 

nã b»ng diÖn tÝch ®¸y nh©n víi chiÒu cao. Ta cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng 

®iÒu ®ã còng ®óng ®èi víi mét khèi l¨ng trô bÊt k× (h.1.26).  

 

                  

H×nh 1.26 

 

 

 

 

§Þnh lÝ 

ThÓ tÝch khèi l¨ng trô cã diÖn tÝch ®¸y B vμ chiÒu cao h lμ  

V = Bh. 
 

 

 

 

 

III- ThÓ tÝch khèi chãp 

§èi víi khèi chãp, ng−êi ta chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ sau : 

 

§Þnh lÝ 

ThÓ tÝch khèi chãp cã diÖn tÝch ®¸y B vμ chiÒu cao h lμ 

V = 
1

3
Bh . 

 

 

Ta còng gäi thÓ tÝch c¸c khèi ®a diÖn, khèi l¨ng trô, khèi chãp ®· nãi ë trªn 

lÇn l−ît lμ thÓ tÝch c¸c h×nh ®a diÖn, h×nh l¨ng trô, h×nh chãp x¸c ®Þnh chóng. 
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4  Kim tù th¸p Kª-èp ë Ai CËp  (h.1.27) ®−îc x©y dùng vμo kho¶ng 2500 n¨m tr−íc C«ng 

nguyªn. Kim tù th¸p nμy lμ mét khèi chãp tø gi¸c ®Òu cã chiÒu cao 147 m, c¹nh ®¸y 

dμi 230 m. H·y tÝnh thÓ tÝch cña nã. 

 

H×nh 1.27 

VÝ dô  

Cho h×nh l¨ng trô tam gi¸c ABC.A'B'C'. Gäi E vμ F lÇn l−ît lμ trung ®iÓm cña 

c¸c c¹nh AA' vμ BB'. §−êng th¼ng CE c¾t ®−êng th¼ng C'A' t¹i E'. §−êng 

th¼ng CF c¾t ®−êng th¼ng C'B' t¹i F'. Gäi V lμ thÓ tÝch khèi l¨ng trô 

ABC.A'B'C'. 

a) TÝnh thÓ tÝch khèi chãp C.ABFE theo V. 

b) Gäi khèi ®a diÖn (H) lμ phÇn cßn l¹i cña khèi l¨ng trô ABC.A'B'C' sau khi 

c¾t bá ®i khèi chãp C.ABFE. TÝnh tØ sè thÓ tÝch cña (H) vμ cña khèi chãp 

C.C'E'F'. 

Gi¶i 

a) H×nh chãp C.A'B'C' vμ h×nh l¨ng trô ABC.A'B'C' cã ®¸y vμ ®−êng cao b»ng 

nhau nªn .
1

.
3

C A B CV V     Tõ ®ã suy ra .
1 2

.
3 3

C ABB AV V V V      

Do EF lμ ®−êng trung b×nh cña h×nh b×nh hμnh ABB'A' nªn diÖn tÝch ABFE 

b»ng nöa diÖn tÝch ABB'A'. Do ®ã .
1

2
C ABFEV  . ' '

1

3
C ABB AV V  (h.1.28). 
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H×nh 1.28 

b) ¸p dông c©u a) ta cã ( ) . .
1 2

.
3 3

H ABC A B C C ABFEV V V V V V        

V× EA' song song vμ b»ng 
1

2
CC' nªn theo ®Þnh lÝ Ta-lÐt, A' lμ trung ®iÓm cña 

E'C'. T−¬ng tù, B' lμ trung ®iÓm cña F'C'. Do ®ã diÖn tÝch tam gi¸c C'E'F' gÊp 

bèn lÇn diÖn tÝch tam gi¸c A'B'C'. Tõ ®ã suy ra . .4C E F C C A B CV V       = 
4

3
V. 

Do ®ã  
( )

.

H

C E F C

V

V   
 = 

1

2
   

 

BμI TËP 

1. TÝnh thÓ tÝch khèi tø diÖn ®Òu c¹nh a. 

2.  TÝnh thÓ tÝch khèi b¸t diÖn ®Òu c¹nh a. 

3.  Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. TÝnh tØ sè thÓ tÝch cña khèi hép ®ã vμ thÓ tÝch 

cña khèi tø diÖn ACB'D'. 

4.  Cho h×nh chãp S.ABC. Trªn c¸c ®o¹n th¼ng SA, SB, SC lÇn l−ît lÊy ba ®iÓm 

A', B', C' kh¸c víi S. Chøng minh r»ng .

.

S A B C

S ABC

V SA SB SC

V SA SB SC

     
     
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5.  Cho tam gi¸c ABC vu«ng c©n ë A vμ AB = a. Trªn ®−êng th¼ng qua C vμ vu«ng 

gãc víi mÆt ph¼ng (ABC) lÊy ®iÓm D sao cho CD = a. MÆt ph¼ng qua C vu«ng 

gãc víi BD, c¾t BD t¹i F vμ c¾t AD t¹i E. TÝnh thÓ tÝch khèi tø diÖn CDEF theo a.  

6. Cho hai ®−êng th¼ng chÐo nhau d vμ d'. §o¹n th¼ng AB cã ®é dμi a tr−ît trªn 

d, ®o¹n th¼ng CD cã ®é dμi b tr−ît trªn d'. Chøng minh r»ng khèi tø diÖn 

ABCD cã thÓ tÝch kh«ng ®æi. 
 

¤N TËP CH¦¥NG I 
 

1.  C¸c ®Ønh, c¹nh, mÆt cña mét ®a diÖn ph¶i tho¶ m·n nh÷ng tÝnh chÊt nμo ? 

2.  T×m mét h×nh t¹o bëi c¸c ®a gi¸c nh−ng kh«ng ph¶i lμ mét ®a diÖn. 

3.  ThÕ nμo lμ mét khèi ®a diÖn låi ? T×m vÝ dô trong thùc tÕ m« t¶ mét khèi ®a 
diÖn låi, mét khèi ®a diÖn kh«ng låi. 

4.  Cho h×nh l¨ng trô vμ h×nh chãp cã diÖn tÝch ®¸y vμ chiÒu cao b»ng nhau. TÝnh 
tØ sè thÓ tÝch cña chóng. 

5.  Cho h×nh chãp tam gi¸c O.ABC cã ba c¹nh OA, OB, OC ®«i mét vu«ng gãc   
víi nhau vμ OA = a, OB = b, OC = c. H·y tÝnh ®−êng cao OH cña h×nh chãp. 

6. Cho h×nh chãp tam gi¸c ®Òu S.ABC cã c¹nh AB b»ng a. C¸c c¹nh bªn SA, SB, SC 

t¹o víi ®¸y mét gãc o60 .  Gäi D lμ giao ®iÓm cña SA víi mÆt ph¼ng qua BC vμ 
vu«ng gãc víi SA. 

a) TÝnh tØ sè thÓ tÝch cña hai khèi chãp S.DBC vμ S.ABC. 

b) TÝnh thÓ tÝch cña khèi chãp S.DBC. 

7. Cho h×nh chãp tam gi¸c S.ABC cã AB = 5a, BC = 6a, CA = 7a. C¸c mÆt bªn 

SAB, SBC, SCA t¹o víi ®¸y mét gãc o60 .  TÝnh thÓ tÝch cña khèi chãp ®ã. 

8.  Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y ABCD lμ h×nh ch÷ nhËt, SA vu«ng gãc víi ®¸y 
vμ AB = a, AD = b, SA = c. LÊy c¸c ®iÓm B', D' theo thø tù thuéc SB, SD sao 
cho AB' vu«ng gãc víi SB, AD' vu«ng gãc víi SD. MÆt ph¼ng (AB'D') c¾t SC 
t¹i C'. TÝnh thÓ tÝch khèi chãp S.AB'C'D'. 

9. Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD, ®¸y lμ h×nh vu«ng c¹nh a, c¹nh bªn t¹o víi 

®¸y mét gãc o60 .  Gäi M lμ trung ®iÓm SC. MÆt ph¼ng ®i qua AM vμ song song 
víi BD, c¾t SB t¹i E vμ c¾t SD t¹i F. TÝnh thÓ tÝch khèi chãp S.AEMF. 
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10. Cho h×nh l¨ng trô ®øng tam gi¸c ABC.A'B'C' cã tÊt c¶ c¸c c¹nh ®Òu b»ng a. 

a) TÝnh thÓ tÝch khèi tø diÖn A'BB'C. 

b)  MÆt ph¼ng ®i qua A'B' vμ träng t©m tam gi¸c ABC, c¾t AC vμ BC lÇn l−ît t¹i 
E vμ F. TÝnh thÓ tÝch h×nh chãp C.A'B'FE. 

11. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. Gäi E vμ F theo thø tù lμ trung ®iÓm cña c¸c 
c¹nh BB' vμ DD'. MÆt ph¼ng (CEF) chia khèi hép trªn lμm hai khèi ®a diÖn. 
TÝnh tØ sè thÓ tÝch cña hai khèi ®a diÖn ®ã. 

12. Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' c¹nh a. Gäi M lμ trung ®iÓm cña A'B', N 
lμ trung ®iÓm cña BC. 

a) TÝnh thÓ tÝch khèi tø diÖn ADMN. 

b) MÆt ph¼ng (DMN) chia khèi lËp ph−¬ng ®· cho thμnh hai khèi ®a diÖn. Gäi 
(H) lμ khèi ®a diÖn chøa ®Ønh A, (H') lμ khèi ®a diÖn cßn l¹i. 

 TÝnh tØ sè  

( )

( )

H

H

V

V
 

 

 

 

 

 

C¢U HáI TR¾C NGHIÖM CH¦¥NG I 

1. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo ®óng ? 

(A) Sè ®Ønh vμ sè mÆt cña mét h×nh ®a diÖn lu«n b»ng nhau ; 

(B) Tån t¹i h×nh ®a diÖn cã sè ®Ønh vμ sè mÆt b»ng nhau ; 

(C) Tån t¹i mét h×nh ®a diÖn cã sè c¹nh b»ng sè ®Ønh ; 

(D) Tån t¹i mét h×nh ®a diÖn cã sè c¹nh vμ mÆt b»ng nhau. 

2. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo ®óng ? 

Sè c¸c ®Ønh hoÆc sè c¸c mÆt cña bÊt k× h×nh ®a diÖn nμo còng : 

(A) Lín h¬n hoÆc b»ng 4 ;    (B) Lín h¬n 4 ; 

(C) Lín h¬n hoÆc b»ng 5 ;    (D) Lín h¬n 5. 

3. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo ®óng ? 

Sè c¸c c¹nh cña h×nh ®a diÖn lu«n lu«n : 

(A) Lín h¬n hoÆc b»ng 6 ;    (B) Lín h¬n 6 ; 

(C) Lín h¬n 7 ;      (D) Lín h¬n hoÆc b»ng 8. 
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4.  Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo sai ?  

(A) Khèi tø diÖn lμ khèi ®a diÖn låi ; 

(B) Khèi hép lμ khèi ®a diÖn låi ;  

(C) L¾p ghÐp hai khèi hép sÏ ®−îc mét khèi ®a diÖn låi ;  

(D) Khèi l¨ng trô tam gi¸c lμ khèi ®a diÖn låi.  

5. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo sai ? 

(A) Hai khèi chãp cã diÖn tÝch ®¸y vμ chiÒu cao t−¬ng øng b»ng nhau th× cã 

thÓ tÝch b»ng nhau. 

(B) Hai khèi hép ch÷ nhËt cã diÖn tÝch toμn phÇn b»ng nhau th× cã thÓ tÝch 

b»ng nhau. 

(C) Hai khèi l¨ng trô cã diÖn tÝch ®¸y vμ chiÒu cao t−¬ng øng b»ng nhau th× cã 

thÓ tÝch b»ng nhau. 

(D) Hai khèi lËp ph−¬ng cã diÖn tÝch toμn phÇn b»ng nhau th× cã thÓ tÝch b»ng nhau. 

6. Cho h×nh chãp S.ABC. Gäi A' vμ B' lÇn l−ît lμ trung ®iÓm cña SA vμ SB. Khi ®ã 
tØ sè thÓ tÝch cña hai khèi chãp S.A'B'C vμ S.ABC b»ng :  

(A) 
1

2
 ;   (B) 

1

3
 ;   (C)

1

4
 ;    (D) 

1

8
  

7.  Cho h×nh chãp S.ABCD. Gäi A', B', C', D' theo thø tù lμ trung ®iÓm cña SA, SB, 
SC, SD. TØ sè thÓ tÝch cña hai khèi chãp S.A'B'C'D' vμ S.ABCD b»ng : 

(A) 
1

2
 ;   (B) 

1

4
 ;   (C)

1

8
 ;    (D) 

1

16
  

8.  ThÓ tÝch cña khèi l¨ng trô tam gi¸c ®Òu cã tÊt c¶ c¸c c¹nh b»ng a lμ : 

(A)  32

3
a  ;   (B)  32

4
a  ;  (C)  33

2
a  ;  (D)  33

.
4

a  

9. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. TØ sè thÓ tÝch cña khèi tø diÖn ACB'D' vμ khèi 
hép ABCD.A'B'C'D' b»ng : 

(A) 
1

2
 ;   (B) 

1

3
 ;   (C) 

1

4
 ;    (D) 

1

6
  

10. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D', gäi O lμ giao ®iÓm cña AC vμ BD.  

TØ sè thÓ tÝch cña khèi chãp O.A'B'C'D' vμ khèi hép ABCD.A'B'C'D' b»ng : 

(A) 
1

2
 ;   (B) 

1

3
 ;   (C) 

1

4
 ;    (D) 

1

6
  
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mÆt nãn, mÆt trô, mÆt cÇu 
 

 

 

 

 MÆt trßn xoay 

 MÆt nãn trßn xoay, mÆt trô trßn xoay 

 MÆt cÇu 
 

 

 
 

Lμm ®å gèm trªn bμn xoay 

CH¦¥NG  II 
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§1. Kh¸i niÖm vÒ mÆt trßn xoay 

I- sù t¹o thμnh MÆt trßn xoay 

Xung quanh chóng ta cã nhiÒu vËt thÓ mμ mÆt ngoμi cã h×nh d¹ng lμ nh÷ng 

mÆt trßn xoay nh− b×nh hoa, nãn l¸, c¸i b¸t (chÐn) ¨n c¬m, c¸i cèc (li) uèng 

n−íc, mét sè chi tiÕt m¸y (h.2.1)… Nhê cã bμn xoay víi sù khÐo lÐo cña ®«i 

bμn tay, ng−êi thî gèm cã thÓ t¹o nªn nh÷ng vËt dông cã d¹ng trßn xoay b»ng 

®Êt sÐt. Dùa vμo sù quay trßn cña trôc m¸y tiÖn, ng−êi thî c¬ khÝ cã thÓ t¹o 

nªn nh÷ng chi tiÕt m¸y b»ng kim lo¹i cã d¹ng trßn xoay. VËy c¸c mÆt trßn 

xoay ®−îc h×nh thμnh nh− thÕ nμo ? Sau ®©y chóng ta sÏ t×m hiÓu nh÷ng tÝnh 

chÊt h×nh häc cña mÆt trßn xoay. 

 

 

 

 

 

    

H×nh 2.1 
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Trong kh«ng gian cho mÆt ph¼ng (P) chøa 

®−êng th¼ng   vμ mét ®−êng C. Khi quay 

mÆt ph¼ng (P) quanh   mét gãc 360
o
 th× 

mçi ®iÓm M trªn ®−êng C v¹ch ra mét 

®−êng trßn cã t©m O thuéc   vμ n»m trªn 

mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi  . Nh− vËy khi 

quay mÆt ph¼ng (P) quanh ®−êng th¼ng   

th× ®−êng C sÏ t¹o nªn mét h×nh ®−îc gäi lμ 

mÆt trßn xoay (h.2.2).  

§−êng C ®−îc gäi lμ ®−êng sinh cña mÆt 

trßn xoay ®ã. §−êng th¼ng  ®−îc gäi lμ 

trôc cña mÆt trßn xoay. 

1 H·y nªu tªn mét sè ®å vËt mμ mÆt ngoμi cã 

h×nh d¹ng lμ c¸c mÆt trßn xoay. 

 

II- MÆt nãn trßn xoay 

1. §Þnh nghÜa 

Trong mÆt ph¼ng (P) cho hai 

®−êng th¼ng d vμ   c¾t nhau 

t¹i ®iÓm O vμ t¹o thμnh gãc  

víi o o0 90 .   Khi quay mÆt 

ph¼ng (P) xung quanh   th× 

®−êng th¼ng d sinh ra mét mÆt 

trßn xoay ®−îc gäi lμ mÆt nãn 

trßn xoay ®Ønh O. Ng−êi ta 

th−êng gäi t¾t mÆt nãn trßn 

xoay lμ mÆt nãn. §−êng th¼ng 

  gäi lμ trôc, ®−êng th¼ng d gäi 

lμ ®−êng sinh vμ gãc 2 gäi lμ 

gãc ë ®Ønh cña mÆt nãn ®ã 

(h.2.3). 

        H×nh 2.3 

H×nh 2.2 
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2. H×nh nãn trßn xoay vμ khèi nãn trßn xoay 

a) Cho tam gi¸c OIM vu«ng t¹i I (h.2.4). Khi 
quay tam gi¸c ®ã xung quanh c¹nh gãc vu«ng 

OI th× ®−êng gÊp khóc OMI t¹o thμnh mét 

h×nh ®−îc gäi lμ h×nh nãn trßn xoay, gäi t¾t lμ 

h×nh nãn. 

H×nh trßn t©m I sinh bëi c¸c ®iÓm thuéc c¹nh 

IM khi IM quay quanh trôc OI ®−îc gäi lμ mÆt 

®¸y cña h×nh nãn, ®iÓm O gäi lμ ®Ønh cña h×nh 

nãn. §é dμi ®o¹n OI gäi lμ chiÒu cao cña h×nh 

nãn, ®ã còng lμ kho¶ng c¸ch tõ O ®Õn mÆt 

ph¼ng ®¸y. §é dμi ®o¹n OM gäi lμ ®é dμi 

®−êng sinh cña h×nh nãn. PhÇn mÆt trßn xoay 

®−îc sinh ra bëi c¸c ®iÓm trªn c¹nh OM khi 

quay quanh trôc OI gäi lμ mÆt xung quanh cña 
h×nh nãn ®ã.  

b) Khèi nãn trßn xoay lμ phÇn kh«ng gian ®−îc giíi h¹n bëi mét h×nh nãn 

trßn xoay kÓ c¶ h×nh nãn ®ã. Ng−êi ta cßn gäi t¾t khèi nãn trßn xoay lμ khèi 

nãn. Nh÷ng ®iÓm kh«ng thuéc khèi nãn ®−îc gäi lμ nh÷ng ®iÓm ngoμi cña 
khèi nãn. Nh÷ng ®iÓm thuéc khèi nãn nh−ng kh«ng thuéc h×nh nãn øng víi 

khèi nãn Êy ®−îc gäi lμ nh÷ng ®iÓm trong cña khèi nãn. Ta gäi ®Ønh, mÆt 

®¸y, ®−êng sinh cña mét h×nh nãn theo thø tù lμ ®Ønh, mÆt ®¸y, ®−êng sinh 
cña khèi nãn t−¬ng øng. 

3. DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn trßn xoay 

a) Mét h×nh chãp ®−îc gäi lμ néi tiÕp mét h×nh nãn nÕu ®¸y cña h×nh chãp lμ 

®a gi¸c néi tiÕp ®−êng trßn ®¸y cña h×nh nãn vμ ®Ønh cña h×nh chãp lμ ®Ønh 

cña h×nh nãn. Khi ®ã ta cßn nãi h×nh nãn ngo¹i tiÕp h×nh chãp. Ta cã ®Þnh 

nghÜa sau : 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn trßn xoay lμ giíi h¹n cña 

diÖn tÝch xung quanh cña h×nh chãp ®Òu néi tiÕp h×nh nãn ®ã 

khi sè c¹nh ®¸y t¨ng lªn v« h¹n. 
 

b) C«ng thøc tÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn 

Gäi p lμ chu vi ®¸y cña h×nh chãp ®Òu néi tiÕp h×nh nãn vμ q lμ kho¶ng c¸ch 

tõ ®Ønh O tíi mét c¹nh ®¸y cña h×nh chãp ®Òu ®ã th× diÖn tÝch xung quanh cña 

h×nh chãp ®Òu lμ 
1

2
xqS pq. (h.2.5)  

H×nh 2.4 
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Khi cho sè c¹nh ®¸y cña h×nh chãp ®Òu t¨ng 

lªn v« h¹n th× p cã giíi h¹n lμ ®é dμi ®−êng 

trßn ®¸y b¸n kÝnh r cña h×nh nãn, q cã giíi 

h¹n lμ ®é dμi ®−êng sinh l cña h×nh nãn. Khi 

®ã ta tÝnh ®−îc diÖn tÝch xung quanh cña 

h×nh nãn theo c«ng thøc : 
 

xqS rl  

VËy : DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn 

trßn xoay b»ng mét nöa tÝch cña ®é dμi 

®−êng trßn ®¸y vμ ®é dμi ®−êng sinh. 

 

Ng−êi ta gäi tæng diÖn tÝch xung quanh vμ diÖn tÝch ®¸y lμ diÖn tÝch toμn phÇn 
cña h×nh nãn. 

  Chó ý. DiÖn tÝch xung quanh, diÖn tÝch toμn phÇn cña h×nh nãn trßn xoay 

còng lμ diÖn tÝch xung quanh, diÖn tÝch toμn phÇn cña khèi nãn ®−îc giíi h¹n 
bëi h×nh nãn ®ã. 

NÕu c¾t mÆt xung quanh cña h×nh nãn trßn xoay theo mét ®−êng sinh råi tr¶i 

ra trªn mét mÆt ph¼ng th× ta sÏ ®−îc mét h×nh qu¹t cã b¸n kÝnh b»ng ®é dμi 

®−êng sinh cña h×nh nãn vμ mét cung trßn cã ®é dμi b»ng chu vi ®−êng trßn 

®¸y cña h×nh nãn. Ta cã thÓ xem diÖn tÝch h×nh qu¹t nμy lμ diÖn tÝch xung 

quanh cña h×nh nãn. (h.2.6) 

 
H×nh 2.6 

4. ThÓ tÝch khèi nãn trßn xoay 

a) Muèn tÝnh thÓ tÝch khèi nãn trßn xoay ta dùa vμo ®Þnh nghÜa sau ®©y : 

ThÓ tÝch cña khèi nãn trßn xoay lμ giíi h¹n cña thÓ tÝch khèi 

chãp ®Òu néi tiÕp khèi nãn ®ã khi sè c¹nh ®¸y t¨ng lªn v« h¹n. 

H×nh 2.5 
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b) C«ng thøc tÝnh thÓ tÝch khèi nãn trßn xoay 

Ta biÕt r»ng thÓ tÝch cña khèi chãp b»ng 
1

3
 tÝch cña diÖn tÝch ®a gi¸c ®¸y vμ 

chiÒu cao cña khèi chãp ®ã (chiÒu cao nμy còng lμ chiÒu cao cña khèi nãn). 

Khi cho sè c¹nh ®¸y cña khèi chãp ®Òu t¨ng lªn v« h¹n th× diÖn tÝch ®a gi¸c 

®¸y cña khèi chãp ®Òu ®ã cã giíi h¹n lμ diÖn tÝch h×nh trßn ®¸y cña khèi nãn 

trßn xoay. Do ®ã ta tÝnh ®−îc thÓ tÝch cña khèi nãn trßn xoay nh− sau : 

Gäi V lμ thÓ tÝch cña khèi nãn trßn xoay cã diÖn tÝch ®¸y B vμ chiÒu cao h, 

ta cã c«ng thøc :  

1

3
 V h  

Nh− vËy, nÕu b¸n kÝnh ®¸y b»ng r th× B = 2,r  khi ®ã :  21
.

3
V r h  

5. VÝ dô 

Trong kh«ng gian cho tam gi¸c vu«ng OIM vu«ng t¹i I, gãc IOM = o30  vμ 

c¹nh IM = a. Khi quay tam gi¸c OIM quanh c¹nh gãc vu«ng OI th× ®−êng gÊp 

khóc OMI t¹o thμnh mét h×nh nãn trßn xoay.  

a) TÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn trßn xoay ®ã. 

b) TÝnh thÓ tÝch cña khèi nãn trßn xoay ®−îc t¹o nªn bëi h×nh nãn trßn xoay 

nãi trªn. 

Gi¶i 

a) H×nh nãn trßn xoay ®−îc t¹o nªn cã b¸n kÝnh 

®¸y lμ a vμ cã ®é dμi ®−êng sinh OM = 2a. 

VËy diÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn lμ : 

2.2 2    xqS rl a a a  (h.2.7). 

b) Khèi nãn trßn xoay cã chiÒu cao h = OI = 3a  

vμ cã diÖn tÝch h×nh trßn ®¸y lμ 2a . 

VËy khèi nãn trßn xoay cã thÓ tÝch lμ :  

3
21 3
. 3

3 3

  
aV a a  

H×nh 2.7 
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2 C¾t mÆt xung quanh cña mét h×nh nãn trßn xoay däc theo mét ®−êng sinh råi tr¶i ra 

trªn mÆt ph¼ng ta ®−îc mét nöa h×nh trßn b¸n kÝnh R. Hái h×nh nãn ®ã cã b¸n kÝnh 

r cña ®−êng trßn ®¸y vμ gãc ë ®Ønh cña h×nh nãn b»ng bao nhiªu ? 

 

 

III- MÆt trô trßn xoay 

1. §Þnh nghÜa 

Trong mÆt ph¼ng (P) cho hai 

®−êng th¼ng   vμ l song song 

víi nhau, c¸ch nhau mét 

kho¶ng b»ng r. Khi quay mÆt 

ph¼ng (P) xung quanh   th× 

®−êng th¼ng l sinh ra mét mÆt 

trßn xoay ®−îc gäi lμ mÆt trô 

trßn xoay. Ng−êi ta th−êng 

gäi t¾t mÆt trô trßn xoay lμ 

mÆt trô. §−êng th¼ng   gäi 

lμ trôc, ®−êng th¼ng l lμ 

®−êng sinh vμ r lμ b¸n kÝnh 

cña mÆt trô ®ã (h.2.8). 
 

 

 

2. H×nh trô trßn xoay vμ khèi trô trßn xoay  

a) Ta h·y xÐt h×nh ch÷ nhËt ABCD. Khi quay h×nh 

®ã xung quanh ®−êng th¼ng chøa mét c¹nh, ch¼ng 

h¹n c¹nh AB, th× ®−êng gÊp khóc ADCB t¹o thμnh 

mét h×nh ®−îc gäi lμ h×nh trô trßn xoay hay cßn 

®−îc gäi t¾t lμ h×nh trô (h.2.9). 

Khi quay quanh AB, hai c¹nh AD vμ BC sÏ v¹ch ra 

hai h×nh trßn b»ng nhau gäi lμ hai ®¸y cña h×nh trô, 

b¸n kÝnh cña chóng gäi lμ b¸n kÝnh cña h×nh trô. 

§é dμi ®o¹n CD gäi lμ ®é dμi ®−êng sinh cña h×nh 

trô, phÇn mÆt trßn xoay ®−îc sinh ra bëi c¸c ®iÓm 

trªn c¹nh CD khi quay quanh AB gäi lμ mÆt xung 

quanh cña h×nh trô. Kho¶ng c¸ch AB gi÷a hai mÆt 

ph¼ng song song chøa hai ®¸y lμ chiÒu cao cña 

h×nh trô.  

H×nh 2.8 

H×nh 2.9 
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C¸c chi tiÕt m¸y cã d¹ng h×nh trô 

b) Khèi trô trßn xoay lμ phÇn kh«ng 

gian ®−îc giíi h¹n bëi mét h×nh trô 

trßn xoay kÓ c¶ h×nh trô ®ã. Khèi trô 

trßn xoay cßn ®−îc gäi t¾t lμ khèi trô. 

Nh÷ng ®iÓm kh«ng thuéc khèi trô 

®−îc gäi lμ nh÷ng ®iÓm ngoμi cña 

khèi trô. Nh÷ng ®iÓm thuéc khèi trô 

nh−ng kh«ng thuéc h×nh trô gäi lμ 

nh÷ng ®iÓm trong cña khèi trô. Ta 

gäi mÆt ®¸y, chiÒu cao, ®−êng sinh, 

b¸n kÝnh cña mét h×nh trô theo thø tù 

lμ mÆt ®¸y, chiÒu cao, ®−êng sinh, 

b¸n kÝnh cña khèi trô t−¬ng øng.  

3. DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô trßn xoay 

a) Mét h×nh l¨ng trô gäi lμ néi tiÕp mét h×nh trô nÕu hai ®¸y cña h×nh l¨ng trô 

néi tiÕp hai ®−êng trßn ®¸y cña h×nh trô. Khi ®ã ta cßn nãi h×nh trô ngo¹i tiÕp 

h×nh l¨ng trô. Ta cã ®Þnh nghÜa sau : 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô trßn xoay lμ giíi h¹n cña 

diÖn tÝch xung quanh cña h×nh l¨ng trô ®Òu néi tiÕp h×nh trô 

®ã khi sè c¹nh ®¸y t¨ng lªn v« h¹n.  
 

 

b) C«ng thøc tÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô 

Gäi p lμ chu vi ®¸y cña h×nh l¨ng trô ®Òu néi tiÕp 

h×nh trô vμ h lμ chiÒu cao cña h×nh l¨ng trô ®ã th× 

diÖn tÝch xung quanh cña h×nh l¨ng trô ®Òu lμ : 

xqS  = ph (h.2.10). 

Khi cho sè c¹nh ®¸y cña h×nh l¨ng trô ®Òu t¨ng lªn 

v« h¹n th× p cã giíi h¹n lμ chu vi h×nh trßn ®¸y 

b¸n kÝnh r cña h×nh trô, chiÒu cao h b»ng ®é dμi 

®−êng sinh l cña h×nh trô. Khi ®ã ta tÝnh ®−îc diÖn 

tÝch xung quanh cña h×nh trô theo c«ng thøc : 

2 xqS rl  

VËy : DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô trßn xoay b»ng tÝch cña ®é dμi 

®−êng trßn ®¸y vμ ®é dμi ®−êng sinh. 

H×nh 2.10 
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Ng−êi ta gäi tæng diÖn tÝch xung quanh vμ diÖn tÝch cña hai ®¸y lμ diÖn tÝch 

toμn phÇn cña h×nh trô. 

 Chó ý. DiÖn tÝch xung quanh, diÖn tÝch toμn phÇn cña h×nh trô trßn xoay còng 

lμ diÖn tÝch xung quanh, diÖn tÝch toμn phÇn cña khèi trô ®−îc giíi h¹n bëi 
h×nh trô ®ã. 

NÕu c¾t mÆt xung quanh cña h×nh trô theo mét ®−êng sinh, råi tr¶i ra trªn mét 

mÆt ph¼ng th× ta sÏ ®−îc mét h×nh ch÷ nhËt cã mét c¹nh b»ng ®−êng sinh l vμ 
mét c¹nh b»ng chu vi cña ®−êng trßn ®¸y. §é dμi ®−êng sinh l b»ng chiÒu cao h 
cña h×nh trô. Khi ®ã diÖn tÝch h×nh ch÷ nhËt b»ng diÖn tÝch xung quanh cña 
h×nh trô. (h.2.11)  

 
H×nh 2.11 

4. ThÓ tÝch khèi trô trßn xoay 

a) Muèn tÝnh thÓ tÝch khèi trô trßn xoay ta dùa vμo ®Þnh nghÜa sau ®©y : 

ThÓ tÝch cña khèi trô trßn xoay lμ giíi h¹n cña thÓ tÝch khèi l¨ng 

trô ®Òu néi tiÕp khèi trô ®ã khi sè c¹nh ®¸y t¨ng lªn v« h¹n. 

b) C«ng thøc tÝnh thÓ tÝch khèi trô trßn xoay 

Ta biÕt r»ng thÓ tÝch cña khèi l¨ng trô b»ng tÝch cña diÖn tÝch ®a gi¸c ®¸y vμ 
chiÒu cao cña khèi l¨ng trô ®ã. Khi cho sè c¹nh ®¸y cña khèi l¨ng trô ®Òu 
t¨ng lªn v« h¹n th× diÖn tÝch cña ®a gi¸c ®¸y cña khèi l¨ng trô ®Òu cã giíi h¹n 
lμ diÖn tÝch cña h×nh trßn ®¸y cña khèi trô trßn xoay. Do ®ã ta tÝnh ®−îc thÓ 
tÝch cña khèi trô trßn xoay nh− sau : 

Gäi V lμ thÓ tÝch cña khèi trô trßn xoay cã diÖn tÝch ®¸y B vμ chiÒu cao h, ta 
cã c«ng thøc : 

hV = B  
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Nh− vËy, nÕu b¸n kÝnh ®¸y b»ng r th× 2,B r  khi ®ã :  2V r h . 

3 Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' c¹nh a. TÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh 

trô vμ thÓ tÝch cña khèi trô cã hai ®¸y lμ hai h×nh trßn ngo¹i tiÕp hai h×nh vu«ng 

ABCD vμ A'B'C'D'. 

5. VÝ dô 

Trong kh«ng gian, cho h×nh vu«ng ABCD c¹nh a. Gäi I vμ H lÇn l−ît lμ trung 

®iÓm cña c¸c c¹nh AB vμ CD. Khi quay h×nh vu«ng ®ã xung quanh trôc IH ta 

®−îc mét h×nh trô trßn xoay. 

a) TÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô trßn xoay ®ã. 

b) TÝnh thÓ tÝch cña khèi trô trßn xoay ®−îc giíi h¹n bëi h×nh trô nãi trªn. 

Gi¶i 

a) H×nh trô trßn xoay cã b¸n kÝnh ®¸y r = 
2

a
 vμ ®−êng sinh l = a. Do ®ã diÖn 

tÝch xung quanh cña h×nh trô lμ : 

22 2
2

a
a a     xqS rl  (h.2.12). 

b) ThÓ tÝch cña khèi trô trßn xoay ®−îc tÝnh theo c«ng thøc : 

2
2 31

.
2 4

a
a a      

 
V r h .  
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Bμi tËp  

1. Cho ®−êng trßn t©m O b¸n kÝnh r n»m trªn mÆt ph¼ng (P). Tõ nh÷ng ®iÓm M 

thuéc ®−êng trßn nμy ta kÎ nh÷ng ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi (P). Chøng minh 

r»ng nh÷ng ®−êng th¼ng nh− vËy n»m trªn mét mÆt trô trßn xoay. H·y x¸c 

®Þnh trôc vμ b¸n kÝnh cña mÆt trô ®ã. 

2. Trong mçi tr−êng hîp sau ®©y, h·y gäi tªn c¸c h×nh trßn xoay hoÆc khèi trßn 

xoay sinh ra bëi : 

a) Ba c¹nh cña h×nh ch÷ nhËt khi quay quanh ®−êng th¼ng chøa c¹nh thø t−. 

b) Ba c¹nh cña mét tam gi¸c c©n khi quay quanh trôc ®èi xøng cña nã. 

c) Mét tam gi¸c vu«ng kÓ c¶ c¸c ®iÓm trong cña tam gi¸c vu«ng ®ã khi quay 

quanh ®−êng th¼ng chøa mét c¹nh gãc vu«ng. 

d)  Mét h×nh ch÷ nhËt kÓ c¶ c¸c ®iÓm trong cña h×nh ch÷ nhËt ®ã khi quay 

quanh ®−êng th¼ng chøa mét c¹nh. 

3. Cho h×nh nãn trßn xoay cã ®−êng cao h = 20 cm, b¸n kÝnh ®¸y r = 25 cm. 

a) TÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn ®· cho. 

b) TÝnh thÓ tÝch cña khèi nãn ®−îc t¹o thμnh bëi h×nh nãn ®ã. 

c) Mét thiÕt diÖn ®i qua ®Ønh cña h×nh nãn cã kho¶ng c¸ch tõ t©m cña ®¸y ®Õn 

mÆt ph¼ng chøa thiÕt diÖn lμ 12 cm. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn ®ã. 

4. Trong kh«ng gian cho hai ®iÓm A, B cè ®Þnh vμ cã ®é dμi AB = 20 cm. Gäi d lμ 

mét ®−êng th¼ng thay ®æi lu«n lu«n ®i qua A vμ c¸ch B mét kho¶ng b»ng 

10 cm. Chøng tá r»ng ®−êng th¼ng d lu«n lu«n n»m trªn mét mÆt nãn, h·y x¸c 

®Þnh trôc vμ gãc ë ®Ønh cña mÆt nãn ®ã. 

5. Mét h×nh trô cã b¸n kÝnh ®¸y r = 5 cm vμ cã kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®¸y b»ng 7 cm. 

a) TÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô vμ thÓ tÝch cña khèi trô ®−îc t¹o nªn. 

b) C¾t khèi trô bëi mét mÆt ph¼ng song song víi trôc vμ c¸ch trôc 3 cm. H·y 

tÝnh diÖn tÝch cña thiÕt diÖn ®−îc t¹o nªn. 

6. C¾t mét h×nh nãn b»ng mét mÆt ph¼ng qua trôc cña nã ta ®−îc thiÕt diÖn lμ mét 

tam gi¸c ®Òu c¹nh 2a. TÝnh diÖn tÝch xung quanh vμ thÓ tÝch cña h×nh nãn ®ã. 

7.  Mét h×nh trô cã b¸n kÝnh r vμ chiÒu cao h = r 3.  

a) TÝnh diÖn tÝch xung quanh vμ diÖn tÝch toμn phÇn  cña h×nh trô. 

b) TÝnh thÓ tÝch khèi trô t¹o nªn bëi h×nh trô ®· cho. 
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c) Cho hai ®iÓm A vμ B lÇn l−ît n»m trªn hai ®−êng trßn ®¸y sao cho gãc gi÷a 

®−êng th¼ng AB vμ trôc cña h×nh trô b»ng o30 .  TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a 

®−êng th¼ng AB vμ trôc cña h×nh trô. 

8.  Mét h×nh trô cã hai ®¸y lμ hai h×nh trßn (O ; r) vμ (O' ; r). Kho¶ng c¸ch gi÷a hai 

®¸y lμ OO' = r 3.  Mét h×nh nãn cã ®Ønh lμ O' vμ cã ®¸y lμ h×nh trßn (O ; r). 

a) Gäi 1S  lμ diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô vμ 2S lμ diÖn tÝch xung quanh 

cña h×nh nãn, h·y tÝnh tØ sè 1

2

S

S
  

b) MÆt xung quanh cña h×nh nãn chia khèi trô thμnh hai phÇn, h·y tÝnh tØ sè thÓ 

tÝch hai phÇn ®ã. 

9. C¾t h×nh nãn ®Ønh S bëi mÆt ph¼ng ®i qua trôc ta ®−îc mét tam gi¸c vu«ng c©n 

cã c¹nh huyÒn b»ng 2.a  

a) TÝnh diÖn tÝch xung quanh, diÖn tÝch ®¸y vμ thÓ tÝch cña khèi nãn t−¬ng øng. 

b) Cho d©y cung BC cña ®−êng trßn ®¸y h×nh nãn sao cho mÆt ph¼ng (SBC) t¹o 

víi mÆt ph¼ng chøa ®¸y h×nh nãn mét gãc o60 .  TÝnh diÖn tÝch tam gi¸c SBC. 

10. Cho h×nh trô cã b¸n kÝnh r vμ cã chiÒu cao còng b»ng r. Mét h×nh vu«ng ABCD 

cã hai c¹nh AB vμ CD lÇn l−ît lμ c¸c d©y cung cña hai ®−êng trßn ®¸y, cßn c¹nh 

BC vμ AD kh«ng ph¶i lμ ®−êng sinh cña  h×nh trô. TÝnh diÖn tÝch cña h×nh vu«ng 

®ã vμ c«sin cña gãc gi÷a mÆt ph¼ng chøa h×nh vu«ng vμ mÆt ph¼ng ®¸y.  
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§2. MÆt cÇu 

 
H×nh 2.13 

Trong ®êi sèng h»ng ngμy chóng ta th−êng thÊy h×nh ¶nh cña mÆt cÇu th«ng 

qua h×nh ¶nh bÒ mÆt cña qu¶ bãng bμn, cña viªn bi, cña m« h×nh qu¶ ®Þa cÇu, 

cña qu¶ bãng chuyÒn (h.2.13), v.v... Sau ®©y chóng ta sÏ t×m hiÓu, nghiªn cøu 

nh÷ng tÝnh chÊt h×nh häc cña mÆt cÇu.  

 

 

I- mÆt cÇu vμ c¸c kh¸i niÖm liªn quan ®Õn mÆt cÇu 

1. MÆt cÇu 

TËp hîp nh÷ng ®iÓm M trong kh«ng gian c¸ch ®iÓm O cè 

®Þnh mét kho¶ng kh«ng ®æi b»ng r (r > 0) ®−îc gäi lμ mÆt 

cÇu t©m O b¸n kÝnh r (h.2.14). 
 

 

 

Ng−êi ta th−êng kÝ hiÖu mÆt cÇu t©m O b¸n 
kÝnh r lμ S(O ; r) hay viÕt t¾t lμ (S). Nh− vËy 

ta cã mÆt cÇu S(O ; r)  = | M OM r . 

 NÕu hai ®iÓm C, D n»m trªn mÆt cÇu S(O ; r) 
th× ®o¹n th¼ng CD (h.2.15a) ®−îc gäi lμ d©y 
cung cña mÆt cÇu ®ã.  

H×nh 2.14 
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 D©y cung AB ®i qua t©m O ®−îc gäi lμ mét ®−êng kÝnh cña mÆt cÇu. Khi ®ã 

®é dμi ®−êng kÝnh b»ng 2r (h.2.15b). 

               

a)                       b) 
H×nh 2.15 

Mét mÆt cÇu ®−îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt t©m vμ b¸n kÝnh cña nã hoÆc biÕt mét 

®−êng kÝnh cña mÆt cÇu ®ã. 

2. §iÓm n»m trong vμ n»m ngoμi mÆt cÇu. Khèi cÇu 

Cho mÆt cÇu t©m O b¸n kÝnh r vμ A lμ mét ®iÓm bÊt k× trong kh«ng gian. 

 NÕu OA = r th× ta nãi ®iÓm A n»m trªn mÆt cÇu  S(O ; r). 

 NÕu OA < r th× ta nãi ®iÓm A n»m trong mÆt cÇu S(O ; r). 

 NÕu OA > r th× ta nãi ®iÓm A n»m ngoμi mÆt cÇu S(O ; r). 

TËp hîp c¸c ®iÓm thuéc mÆt cÇu S(O ; r) cïng víi c¸c ®iÓm 

n»m trong mÆt cÇu ®ã ®−îc gäi lμ khèi cÇu hoÆc h×nh cÇu 

t©m O b¸n kÝnh r. 

3. BiÓu diÔn mÆt cÇu  

Ng−êi ta th−êng dïng phÐp chiÕu vu«ng gãc lªn 

mÆt ph¼ng ®Ó biÓu diÔn mÆt cÇu. Khi ®ã h×nh biÓu 

diÔn cña mÆt cÇu lμ mét h×nh trßn. 

Muèn cho h×nh biÓu diÔn cña mÆt cÇu ®−îc trùc 

quan ng−êi ta th−êng vÏ thªm h×nh biÓu diÔn cña 

mét sè ®−êng trßn n»m trªn mÆt cÇu ®ã (h.2.16).  

4. §−êng kinh tuyÕn vμ vÜ tuyÕn cña mÆt cÇu 

Ta cã thÓ xem mÆt cÇu nh− lμ mÆt trßn xoay ®−îc t¹o nªn bëi mét nöa ®−êng 

trßn quay quanh trôc chøa ®−êng kÝnh cña nöa ®−êng trßn ®ã. Khi ®ã giao 

H×nh 2.16 
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tuyÕn cña mÆt cÇu víi c¸c nöa mÆt ph¼ng cã bê lμ trôc cña mÆt cÇu ®−îc gäi 

lμ kinh tuyÕn cña mÆt cÇu, giao tuyÕn (nÕu cã) cña mÆt cÇu víi c¸c mÆt ph¼ng 

vu«ng gãc víi trôc ®−îc gäi lμ vÜ tuyÕn cña mÆt cÇu. Hai giao ®iÓm cña mÆt 

cÇu víi trôc ®−îc gäi lμ hai cùc cña mÆt cÇu (h.2.17). 

 

 

H×nh 2.17 

1 T×m tËp hîp t©m c¸c mÆt cÇu lu«n lu«n ®i qua hai ®iÓm cè ®Þnh A vμ B cho tr−íc. 

 

 

II- Giao cña mÆt cÇu vμ mÆt ph¼ng 

 Cho mÆt cÇu S(O ; r) vμ mÆt ph¼ng (P). Gäi H lμ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña 

O lªn mÆt ph¼ng (P). Khi ®ã h = OH lμ kho¶ng c¸ch tõ  O tíi mÆt ph¼ng (P). 

Ta cã ba tr−êng hîp sau :  

1. Tr−êng hîp h > r 

NÕu M lμ mét ®iÓm bÊt k× trªn mÆt 

ph¼ng (P) th× OM OH. Tõ ®ã suy ra 

OM > r. VËy mäi ®iÓm M thuéc mÆt 

ph¼ng (P) ®Òu n»m ngoμi mÆt cÇu. Do 

®ã mÆt ph¼ng (P) kh«ng cã ®iÓm 

chung víi mÆt cÇu (h.2.18). 

H×nh 2.18 
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2. Tr−êng hîp h = r 

Trong tr−êng hîp nμy ®iÓm H thuéc mÆt cÇu S(O ; r). Khi ®ã víi mäi ®iÓm M 

thuéc mÆt ph¼ng (P) nh−ng kh¸c víi H ta lu«n lu«n cã : 

OM > OH  = r  nªn OM > r. 

Nh− vËy H lμ ®iÓm chung duy nhÊt cña mÆt cÇu S(O ; r) vμ mÆt ph¼ng (P). 

Khi ®ã ta nãi  mÆt ph¼ng (P) tiÕp xóc víi mÆt cÇu S(O ; r) t¹i H (h.2.19). 

 

H×nh 2.19 

§iÓm H gäi lμ tiÕp ®iÓm cña mÆt cÇu S(O ; r) vμ mÆt ph¼ng (P), mÆt ph¼ng 

(P) gäi lμ mÆt ph¼ng tiÕp xóc hay tiÕp diÖn cña mÆt cÇu. VËy ta cã :  

§iÒu kiÖn cÇn vμ ®ñ ®Ó mÆt ph¼ng (P) tiÕp xóc víi mÆt cÇu 

S(O ; r) t¹i ®iÓm H lμ (P) vu«ng gãc víi b¸n kÝnh OH t¹i 

®iÓm H ®ã. 

3. Tr−êng hîp h < r 
 

Trong tr−êng hîp nμy mÆt ph¼ng c¾t mÆt cÇu theo ®−êng trßn t©m H, b¸n 

kÝnh r' = 2 2r h  (h.2.20). 

 

H×nh 2.20 
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ThËt vËy, gäi M lμ mét ®iÓm thuéc giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng (P) víi mÆt cÇu 

S(O ; r). XÐt tam gi¸c vu«ng OMH ta cã MH = 2 2 ,r h  do ®ã M thuéc 

®−êng trßn t©m H n»m trong mÆt ph¼ng (P) vμ cã b¸n kÝnh r' = 2 2 .r h   

§Æc biÖt khi h = 0 th× t©m O cña mÆt cÇu thuéc mÆt ph¼ng (P). Ta cã giao 

tuyÕn cña mÆt ph¼ng (P) vμ mÆt cÇu S(O ; r) lμ ®−êng trßn t©m O b¸n kÝnh r. 

§−êng trßn nμy ®−îc gäi lμ ®−êng trßn lín (h.2.21) 

 

 

 

H×nh 2.21 

 

 

MÆt ph¼ng ®i qua t©m O cña mÆt cÇu gäi lμ mÆt ph¼ng kÝnh cña mÆt cÇu ®ã.  

 

 2 a) H·y x¸c ®Þnh ®−êng trßn giao tuyÕn cña mÆt cÇu S(O ; r) vμ mÆt ph¼ng () biÕt 

 r»ng kho¶ng c¸ch tõ t©m O ®Õn () b»ng 
2

r
  

b)  Cho mÆt cÇu S(O ; r), hai mÆt ph¼ng () vμ () cã kho¶ng c¸ch ®Õn t©m O cña 

mÆt cÇu ®· cho lÇn l−ît lμ a vμ b (0 < a < b < r). H·y so s¸nh hai b¸n kÝnh cña 

c¸c ®−êng trßn giao tuyÕn. 
 

 

 

III- Giao cña mÆt cÇu víi ®−êng th¼ng. TiÕp tuyÕn cña 

mÆt cÇu 

Cho mÆt cÇu S(O ; r) vμ ®−êng th¼ng .  
Gäi  H lμ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña t©m O trªn   vμ d = OH lμ kho¶ng c¸ch 

tõ O tíi  .  
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T−¬ng tù nh− trong tr−êng hîp mÆt cÇu vμ mÆt ph¼ng, ta cã ba tr−êng hîp 

sau ®©y : 

1. NÕu d > r th×   kh«ng c¾t mÆt cÇu S(O ; r) (h.2.22), v× víi mäi ®iÓm M 

thuéc   ta ®Òu cã OM > r vμ nh− vËy mäi ®iÓm M thuéc   ®Òu n»m ngoμi 

mÆt cÇu. 

 

H×nh 2.22 

 

 

2. NÕu d = r th× ®iÓm H thuéc mÆt cÇu S(O ; r). Khi ®ã víi mäi ®iÓm M thuéc   

nh−ng kh¸c víi H ta lu«n lu«n cã OM > OH = r nªn OM > r. Nh− vËy H lμ 

®iÓm chung duy nhÊt cña mÆt cÇu S(O ; r) vμ ®−êng th¼ng  . Khi ®ã ta nãi 

®−êng th¼ng   tiÕp xóc víi mÆt cÇu S(O ; r) t¹i  H. §iÓm H gäi lμ ®iÓm tiÕp 

xóc (hoÆc tiÕp ®iÓm) cña   vμ mÆt cÇu. §−êng th¼ng   gäi lμ tiÕp tuyÕn cña 

mÆt cÇu. VËy ta cã :  

§iÒu kiÖn cÇn vμ ®ñ ®Ó ®−êng th¼ng   tiÕp xóc víi mÆt cÇu 

S(O ; r) t¹i  ®iÓm H lμ   vu«ng gãc víi b¸n kÝnh OH t¹i ®iÓm 

H ®ã (h.2.23).  

 

H×nh 2.23 

 

 

3. NÕu d < r th× ®−êng th¼ng   c¾t mÆt cÇu S(O ; r) t¹i hai ®iÓm M, N ph©n 

biÖt. Hai ®iÓm ®ã chÝnh lμ giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng   víi ®−êng trßn giao 

tuyÕn cña mÆt cÇu S(O ; r) vμ mÆt ph¼ng (O,  ) (h.2.24). 



 47

 

H×nh 2.24 

§Æc biÖt, khi d = 0 th× ®−êng th¼ng   ®i qua t©m O vμ c¾t mÆt cÇu t¹i hai 

®iÓm A, B. Khi ®ã AB lμ ®−êng kÝnh cña mÆt cÇu (h.2.15b). 

NhËn xÐt. Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng : 

a) Qua mét ®iÓm A n»m trªn mÆt cÇu S(O ; r) cã v« sè tiÕp tuyÕn cña mÆt cÇu 

®ã. TÊt c¶ c¸c tiÕp tuyÕn nμy ®Òu vu«ng gãc víi b¸n kÝnh OA cña mÆt cÇu t¹i 

A vμ ®Òu n»m trªn mÆt ph¼ng tiÕp xóc víi mÆt cÇu t¹i ®iÓm A ®ã (h.2.25).  

b) Qua mét ®iÓm A n»m ngoμi mÆt cÇu S(O ; r) cã v« sè tiÕp tuyÕn víi mÆt 

cÇu ®· cho. C¸c tiÕp tuyÕn nμy t¹o thμnh mét mÆt nãn ®Ønh A. Khi ®ã ®é dμi 

c¸c ®o¹n th¼ng kÎ tõ A ®Õn c¸c tiÕp ®iÓm ®Òu b»ng nhau (h.2.26).  

     

H×nh 2.25            H×nh 2.26 

 Chó ý. Ng−êi ta nãi mÆt cÇu néi tiÕp h×nh ®a diÖn nÕu mÆt cÇu ®ã tiÕp xóc víi 

tÊt c¶ c¸c mÆt cña h×nh ®a diÖn, cßn nãi mÆt cÇu ngo¹i tiÕp h×nh ®a diÖn nÕu 

tÊt c¶ c¸c ®Ønh cña h×nh ®a diÖn ®Òu n»m trªn mÆt cÇu. 

Khi mÆt cÇu néi tiÕp (ngo¹i tiÕp) h×nh ®a diÖn, ng−êi ta còng nãi h×nh ®a diÖn 

ngo¹i tiÕp (néi tiÕp) mÆt cÇu. 
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3 Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b»ng a. H·y x¸c ®Þnh t©m vμ b¸n kÝnh 

mÆt cÇu : 

a) §i qua 8 ®Ønh cña h×nh lËp ph−¬ng. 

b) TiÕp xóc víi 12 c¹nh cña h×nh lËp ph−¬ng. 

c) TiÕp xóc víi 6 mÆt cña h×nh lËp ph−¬ng. 
 

 

 

IV- C«ng thøc tÝnh diÖn tÝch mÆt cÇu Vμ THÓ TÝCH KHèI CÇU  

Dïng ph−¬ng ph¸p giíi h¹n ng−êi ta chøng minh ®−îc c¸c c«ng thøc vÒ tÝnh 

diÖn tÝch cña mÆt cÇu vμ thÓ tÝch cña khèi cÇu nh− sau : 

MÆt cÇu b¸n kÝnh r cã diÖn tÝch lμ :  

 24S r  

Khèi cÇu b¸n kÝnh r cã thÓ tÝch lμ :  

34

3
V r  

 Chó ý 

a) DiÖn tÝch S cña mÆt cÇu b¸n kÝnh r b»ng bèn lÇn diÖn tÝch h×nh trßn lín cña 

mÆt cÇu ®ã. 

b) ThÓ tÝch V cña khèi cÇu b¸n kÝnh r b»ng thÓ tÝch khèi chãp cã diÖn tÝch ®¸y 

b»ng diÖn tÝch mÆt cÇu vμ cã chiÒu cao b»ng b¸n kÝnh cña khèi cÇu ®ã.  

4 Cho h×nh lËp ph−¬ng ngo¹i tiÕp mÆt cÇu b¸n kÝnh r cho tr−íc. H·y tÝnh thÓ tÝch cña 

h×nh lËp ph−¬ng ®ã. 
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bμi tËp 
 

 

 

1.  T×m tËp hîp tÊt c¶ c¸c ®iÓm M trong kh«ng gian lu«n lu«n nh×n ®o¹n th¼ng AB 

cè ®Þnh d−íi mét gãc vu«ng. 

2. Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD cã tÊt c¶ c¸c c¹nh ®Òu b»ng a. H·y x¸c 

®Þnh t©m vμ b¸n kÝnh mÆt cÇu ngo¹i tiÕp h×nh chãp ®ã. 

3.  T×m tËp hîp t©m c¸c mÆt cÇu lu«n lu«n chøa mét ®−êng trßn cè ®Þnh cho tr−íc. 

4.  T×m tËp hîp t©m nh÷ng mÆt cÇu lu«n cïng tiÕp xóc víi ba c¹nh cña mét tam 

gi¸c cho tr−íc. 

5.  Tõ mét ®iÓm M n»m ngoμi mÆt cÇu S(O ; r) ta kÎ hai ®−êng th¼ng c¾t mÆt cÇu 

lÇn l−ît t¹i A, B vμ C, D. 

a) Chøng minh r»ng MA.MB = MC.MD. 

b) Gäi MO = d. TÝnh MA.MB theo r vμ d. 

6.  Cho mÆt cÇu S(O ; r) tiÕp xóc víi mÆt ph¼ng (P) t¹i I. Gäi M lμ mét ®iÓm n»m 

trªn mÆt cÇu nh−ng kh«ng ph¶i lμ ®iÓm ®èi xøng víi I qua t©m O. Tõ M ta kÎ 

hai tiÕp tuyÕn cña mÆt cÇu c¾t (P) t¹i A vμ B. Chøng minh r»ng  .AMB AIB  

7.  Cho h×nh hép ch÷ nhËt ABCD.A'B'C'D' cã AA' = a, AB = b, AD = c.  

a) H·y x¸c ®Þnh t©m vμ b¸n kÝnh cña mÆt cÇu ®i qua 8 ®Ønh cña h×nh hép ®ã. 

b) TÝnh b¸n kÝnh cña ®−êng trßn lμ giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng (ABCD) víi mÆt 

cÇu trªn. 

8. Chøng minh r»ng nÕu cã mét mÆt cÇu tiÕp xóc víi 6 c¹nh cña mét h×nh tø diÖn 

th× tæng ®é dμi cña c¸c cÆp c¹nh ®èi diÖn cña tø diÖn b»ng nhau. 

9.  Cho mét ®iÓm A cè ®Þnh vμ mét ®−êng th¼ng a cè ®Þnh kh«ng ®i qua A. Gäi O 

lμ mét ®iÓm thay ®æi trªn a. Chøng minh r»ng c¸c mÆt cÇu t©m O b¸n kÝnh 

r = OA lu«n lu«n ®i qua mét ®−êng trßn cè ®Þnh. 

10. Cho h×nh chãp S.ABC cã bèn ®Ønh ®Òu n»m trªn mét mÆt cÇu, SA = a, SB = b, 

SC = c vμ ba c¹nh SA, SB, SC ®«i mét vu«ng gãc. TÝnh diÖn tÝch mÆt cÇu vμ thÓ 

tÝch khèi cÇu ®−îc t¹o nªn bëi mÆt cÇu ®ã.   
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¤n tËp ch−¬ng II 

 

1.  Cho ba ®iÓm A, B, C cïng thuéc mét mÆt cÇu vμ cho biÕt  o90 .ACB  Trong 

c¸c kh¼ng ®Þnh sau kh¼ng ®Þnh nμo lμ ®óng ? 

a) §−êng trßn qua ba ®iÓm A, B, C n»m trªn mÆt cÇu. 

b) AB lμ mét ®−êng kÝnh cña mÆt cÇu ®· cho. 

c) AB kh«ng ph¶i lμ ®−êng kÝnh cña mÆt cÇu. 

d) AB lμ ®−êng kÝnh cña ®−êng trßn giao tuyÕn t¹o bëi mÆt cÇu vμ mÆt ph¼ng (ABC). 

2.  Cho tø diÖn ABCD cã c¹nh AD vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (ABC) vμ c¹nh BD 

vu«ng gãc víi c¹nh BC. BiÕt AB = AD = a, tÝnh diÖn tÝch xung quanh vμ thÓ tÝch 

cña khèi nãn ®−îc t¹o thμnh khi quay ®−êng gÊp khóc BDA quanh c¹nh AB. 

3.  Chøng minh r»ng h×nh chãp cã tÊt c¶ c¸c c¹nh bªn b»ng nhau néi tiÕp ®−îc 

trong mét mÆt cÇu. 

4.  H×nh chãp S.ABC cã mét mÆt cÇu tiÕp xóc víi c¸c c¹nh bªn SA, SB, SC vμ tiÕp 

xóc víi ba c¹nh AB, BC, CA t¹i trung ®iÓm cña mçi c¹nh. Chøng minh r»ng 

h×nh chãp ®ã lμ h×nh chãp tam gi¸c ®Òu. 

5.  Cho tø diÖn ®Òu ABCD c¹nh a. Gäi H lμ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®Ønh A 

xuèng mÆt ph¼ng (BCD). 

a) Chøng minh H lμ t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c BCD. TÝnh ®é dμi ®o¹n AH. 

b) TÝnh diÖn tÝch xung quanh vμ thÓ tÝch cña khèi trô cã ®−êng trßn ®¸y ngo¹i 
tiÕp tam gi¸c BCD vμ chiÒu cao AH.  

6.  Cho h×nh vu«ng ABCD c¹nh a. Tõ t©m O cña h×nh vu«ng dùng ®−êng th¼ng   

vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (ABCD). Trªn   lÊy ®iÓm S sao cho OS = 
2

a

 X¸c 

®Þnh t©m vμ b¸n kÝnh mÆt cÇu ngo¹i tiÕp h×nh chãp S.ABCD. TÝnh diÖn tÝch cña 

mÆt cÇu vμ thÓ tÝch cña khèi cÇu ®−îc t¹o nªn bëi mÆt cÇu ®ã. 

7.  Cho h×nh trô cã b¸n kÝnh ®¸y r, trôc OO' = 2r vμ mÆt cÇu ®−êng kÝnh OO'. 

a) H·y so s¸nh diÖn tÝch mÆt cÇu vμ diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô ®ã. 

b) H·y so s¸nh thÓ tÝch khèi trô vμ thÓ tÝch khèi cÇu ®−îc t¹o nªn bëi h×nh trô 

vμ mÆt cÇu ®· cho. 
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c©u hái tr¾c nghiÖm ch−¬ng II 
 

 

 

 

 

1.  Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b»ng a. Gäi S lμ diÖn tÝch xung 

quanh cña h×nh trô cã hai ®−êng trßn ®¸y ngo¹i tiÕp hai h×nh vu«ng ABCD vμ 

A'B'C'D'. DiÖn tÝch S lμ : 

(A) 2a ;         (B) 2 2a  ;     

(C) 2 3a  ;        (D) 
2 2

2

a
. 

2.  Gäi S lμ diÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn trßn xoay ®−îc sinh ra bëi ®o¹n 

th¼ng AC' cña h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b khi quay xung quanh 

trôc AA'. DiÖn tÝch S lμ : 

(A) 2b  ;        (B) 2 2b  ;    

(C) 2 3b  ;       (D) 2 6b . 

3.  H×nh chãp S.ABC cã ®¸y lμ tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A, cã SA vu«ng  gãc víi 

mÆt ph¼ng (ABC) vμ cã SA = a, AB = b, AC = c. MÆt cÇu ®i qua c¸c ®Ønh A, B, 

C, S cã b¸n kÝnh r b»ng : 

(A) 
2( )

3

 a b c
 ;       (B) 2 2 22  a b c  ;   

(C) 2 2 21

2
 a b c ;     (D) 2 2 2 .a b c   

4.  Cho hai ®iÓm cè ®Þnh A, B vμ mét ®iÓm M di ®éng trong kh«ng gian nh−ng 

lu«n tho¶ m·n ®iÒu kiÖn MAB   víi o o0 90 .   Khi ®ã ®iÓm M thuéc 

mÆt nμo trong c¸c mÆt sau : 

(A) MÆt nãn ;       (B) MÆt trô ;  

(C) MÆt cÇu ;       (D) MÆt ph¼ng. 

5.  Sè mÆt cÇu chøa mét ®−êng trßn cho tr−íc lμ : 

(A) 0 ;         (B) 1 ;    

(C) 2 ;         (D) v« sè. 
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6. Trong c¸c ®a diÖn sau ®©y, ®a diÖn nμo kh«ng lu«n lu«n néi tiÕp ®−îc trong 

mÆt cÇu : 

(A) h×nh chãp tam gi¸c (tø diÖn) ;   

(B) h×nh chãp ngò gi¸c ®Òu ; 

(C) h×nh chãp tø gi¸c ;     

(D) h×nh hép ch÷ nhËt. 

7.  Cho tø diÖn ABCD cã c¹nh AD vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (ABC) vμ c¹nh BD 

vu«ng gãc víi c¹nh BC. Khi quay c¸c c¹nh tø diÖn ®ã xung quanh trôc lμ 

c¹nh AB, cã bao nhiªu h×nh nãn ®−îc t¹o thμnh ? 

(A) 1 ;        (B) 2 ;    

(C) 3 ;       (D) 4. 

8.  Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b»ng a. Mét h×nh nãn cã ®Ønh lμ 

t©m cña h×nh vu«ng ABCD vμ cã ®−êng trßn ®¸y ngo¹i tiÕp h×nh vu«ng 

A'B'C'D'. DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn ®ã lμ : 

(A) 
2 3

3

a
 ;      (B) 

2 2

2

a
 ;   

(C) 
2 3

2

a
 ;      (D) 

2 6

2




a
 

9.  Cho tam gi¸c ®Òu ABC c¹nh a quay xung quanh ®−êng cao AH t¹o nªn mét 

h×nh nãn. DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn ®ã lμ : 

(A) 2a  ;      (B) 2 2a ;   

(C) 21

2
a  ;      (D) 23

4
a . 

10. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nμo sai ? 

(A) MÆt trô vμ mÆt nãn cã chøa c¸c ®−êng th¼ng. 

(B) Mäi h×nh chãp lu«n néi tiÕp trong mÆt cÇu. 

(C) Cã v« sè mÆt ph¼ng c¾t mÆt cÇu theo nh÷ng ®−êng trßn b»ng nhau. 

(D) Lu«n cã hai ®−êng trßn cã b¸n kÝnh kh¸c nhau cïng n»m trªn mét mÆt nãn. 
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11. Cho h×nh trô cã b¸n kÝnh ®¸y b»ng r. Gäi O, O' lμ t©m cña hai ®¸y víi OO' = 2r. 

Mét mÆt cÇu (S) tiÕp xóc víi hai ®¸y cña h×nh trô t¹i O vμ O’. Trong c¸c mÖnh 

®Ò d−íi ®©y, mÖnh ®Ò nμo sai ?  

(A) DiÖn tÝch mÆt cÇu b»ng diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô. 

(B) DiÖn tÝch mÆt cÇu b»ng 
2

3
 diÖn tÝch toμn phÇn cña h×nh trô.  

(C) ThÓ tÝch khèi cÇu b»ng 
3

4
 thÓ tÝch khèi trô. 

(D) ThÓ tÝch khèi cÇu b»ng 
2

3
 thÓ tÝch khèi trô. 

12. Mét h×nh hép ch÷ nhËt néi tiÕp mÆt cÇu vμ cã ba kÝch th−íc lμ a, b, c. Khi ®ã  

b¸n kÝnh r cña mÆt cÇu b»ng : 

(A) 2 2 21

2
 a b c  ;     (B) 2 2 2 a b c  ;  

(C) 2 2 22( ) a b c  ;     (D) 
2 2 2

3

a b c 
  

13. Mét h×nh trô cã hai ®¸y lμ hai h×nh trßn néi tiÕp hai mÆt cña mét h×nh lËp 

ph−¬ng c¹nh a. ThÓ tÝch cña khèi trô ®ã lμ : 

(A) 31

2
a   ;       (B) 31

4
a   ;    

(C) 31

3
a   ;       (D) 3a  .   

14. Mét h×nh tø diÖn ®Òu c¹nh a cã mét ®Ønh trïng víi ®Ønh cña h×nh nãn, ba ®Ønh 

cßn l¹i n»m trªn ®−êng trßn ®¸y cña h×nh nãn. Khi ®ã diÖn tÝch xung quanh 

cña h×nh nãn lμ : 

(A) 21
3

2
a ;      (B) 21

2
3

a  ;   

(C) 21
3

3
a  ;      (D) 2 3a . 
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15. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y mÖnh ®Ò nμo sai ? 

(A) BÊt k× mét h×nh tø diÖn nμo còng cã mét mÆt cÇu ngo¹i tiÕp. 

(B) BÊt k× mét h×nh chãp ®Òu nμo còng cã mét mÆt cÇu ngo¹i tiÕp. 

(C) BÊt k× mét h×nh hép nμo còng cã mét mÆt cÇu ngo¹i tiÕp. 

(D) BÊt k× mét h×nh hép ch÷ nhËt nμo còng cã mét mÆt cÇu ngo¹i tiÕp. 

16. Ng−êi ta bá ba qu¶ bãng bμn cïng kÝch th−íc vμo trong mét chiÕc hép h×nh trô 

cã ®¸y b»ng h×nh trßn lín cña qu¶ bãng bμn vμ chiÒu cao b»ng ba lÇn ®−êng 

kÝnh qu¶ bãng bμn. Gäi 1S  lμ tæng diÖn tÝch cña ba qu¶ bãng bμn, 2S  lμ diÖn 

tÝch xung quanh cña h×nh trô. TØ sè 1

2

S

S
 b»ng : 

(A) 1 ;        (B) 2 ;   

(C) 1,5 ;       (D) 1,2. 

17. Ng−êi ta xÕp 7 viªn bi cã cïng b¸n kÝnh r vμo mét c¸i lä h×nh trô sao cho tÊt c¶ 

c¸c viªn bi ®Òu tiÕp xóc víi ®¸y, viªn bi n»m chÝnh gi÷a tiÕp xóc víi 6 viªn bi 

xung quanh vμ mçi viªn bi xung quanh ®Òu tiÕp xóc víi c¸c ®−êng sinh cña lä 

h×nh trô. Khi ®ã diÖn tÝch ®¸y cña c¸i lä h×nh trô lμ : 

(A) 216 r  ;       (B) 218 r ;   

(C) 29 r  ;       (D) 236 r . 

18. Cho ba ®iÓm A, C, B n»m trªn mét mÆt cÇu, biÕt r»ng gãc  o90 .ACB   Trong 

c¸c kh¼ng ®Þnh sau, kh¼ng ®Þnh nμo lμ ®óng ? 

(A) AB lμ mét ®−êng kÝnh cña mÆt cÇu. 

(B) Lu«n cã mét ®−êng trßn n»m trªn mÆt cÇu ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC. 

(C) Tam gi¸c ABC vu«ng c©n t¹i C. 

(D) MÆt ph¼ng (ABC) c¾t mÆt cÇu theo giao tuyÕn lμ mét ®−êng trßn lín.  
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Nh÷ng vÊn ®Ò cã liªn quan ®Õn kinh tuyÕn  
vμ vÜ tuyÕn cña Tr¸i §Êt 

 

 

 

1. ViÖc ®¸nh sè c¸c kinh tuyÕn vμ vÜ tuyÕn 

Tr¸i §Êt lμ mét trong c¸c hμnh tinh cña HÖ MÆt Trêi, cã d¹ng h×nh cÇu víi 

b¸n kÝnh r  6370 km. §−êng xÝch ®¹o lμ vÜ tuyÕn dμi nhÊt, dμi kho¶ng 

40 076 km, chia Tr¸i §Êt thμnh hai phÇn : b¸n cÇu B¾c vμ b¸n cÇu Nam. §Ó 

®¸nh sè c¸c kinh tuyÕn vμ vÜ tuyÕn trªn bÒ mÆt Tr¸i §Êt, ng−êi ta ph¶i chän 

mét kinh tuyÕn vμ mét vÜ tuyÕn lμm gèc. Kinh tuyÕn gèc vμ vÜ tuyÕn gèc 

®Òu ®−îc ghi sè 0
o
. Kinh tuyÕn gèc ®i qua ®μi thiªn v¨n Grin-uýt ë ngo¹i « 

thμnh phè Lu©n §«n (n−íc Anh), tuy hiÖn nay ®μi thiªn v¨n nμy ®· chuyÓn 

®i n¬i kh¸c, nh−ng kinh tuyÕn gèc vÉn ë chç cò. VÜ tuyÕn gèc chÝnh lμ 

®−êng xÝch ®¹o (h.2.27). 

 

H×nh 2.27 

 

 

Nh÷ng kinh tuyÕn n»m ë phÝa ®«ng cña kinh tuyÕn gèc lμ nh÷ng kinh tuyÕn 

®«ng (§) ®−îc ®¸nh sè tõ o o1 , 2 ,  ... ®Õn o180 .  Kinh tuyÕn o180  lμ kinh 
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tuyÕn ®èi diÖn víi kinh tuyÕn 0o. T−¬ng tù, nh÷ng kinh tuyÕn n»m phÝa t©y 

cña kinh tuyÕn gèc lμ nh÷ng kinh tuyÕn t©y (T).   

C¸c vÜ tuyÕn ë phÝa b¾c xÝch ®¹o vμ phÝa nam xÝch ®¹o theo thø tù ®Òu ®−îc 

®¸nh sè tõ o o1 , 2 ,  ... ®Õn o90 .  VÞ trÝ cña mçi ®Þa ®iÓm trªn Tr¸i §Êt ®−îc x¸c 

®Þnh t¹i chç c¾t nhau cña cÆp kinh tuyÕn vμ vÜ tuyÕn ®i qua ®iÓm ®ã. VÝ dô ta 

cã kinh ®é vμ vÜ ®é cña mét ®iÓm M lμ : 

M 




o

o

25 §

30 B.
 

Víi to¹ ®é ®Þa lÝ cña ®iÓm M ®ã, ta hiÓu r»ng ®iÓm M n»m trªn kinh tuyÕn 

o25  vÒ phÝa ®«ng kinh tuyÕn gèc vμ n»m trªn vÜ tuyÕn o30  vÒ phÝa b¾c qu¶ 

§Þa cÇu.  

 

2. C¸c khu vùc giê trªn Tr¸i §Êt 

 

C¸c khu vùc giê trªn Tr¸i §Êt 

H×nh 2.28 
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Tr¸i §Êt tù quay mét vßng quanh trôc cña nã trong kho¶ng 24 giê. §Ó tiÖn 

cho viÖc tÝnh giê vμ giao dÞch trªn thÕ giíi, ng−êi ta chia bÒ mÆt Tr¸i §Êt ra 

24 mói giê. Mçi khu vùc cã mét giê riªng, chiÒu réng mçi khu vùc b»ng 

15 kinh ®é vμ lÊy giê cña kinh tuyÕn ®i qua chÝnh gi÷a khu vùc ®ã lμm giê 

chung cña khu vùc. Khu vùc cã kinh tuyÕn gèc ®i qua ®−îc quy ®Þnh lμ khu 

vùc giê 0. N−íc ViÖt Nam ta ë khu vùc giê thø 7 (h.2.28). 

Héi nghÞ quèc tÕ n¨m 1884 quy ®Þnh khu vùc cã kinh tuyÕn gèc ®i qua lμm 

khu vùc giê gèc vμ ®¸nh sè 0. Ranh giíi cña khu vùc nμy lμ tõ kinh tuyÕn 

o7 30  T ®Õn o7 30  §. Tõ khu vùc giê gèc vÒ phÝa ®«ng lμ khu vùc cã sè thø 

tù t¨ng dÇn (tõ 1, 2, 3, ... ®Õn 23) vμ mçi khu vùc c¸ch nhau 1 giê. Khu vùc 

giê sè 0 trïng víi khu vùc giê sè 24. VÒ mÆt nguyªn t¾c, giíi h¹n cña c¸c 

khu vùc giê lμ c¸c ®−êng kinh tuyÕn ®−îc ®¸nh sè, nh−ng trong thùc tÕ ë 

mét sè khu vùc, c¸c ®−êng giíi h¹n ®ã l¹i lμ c¸c ®−êng gÊp khóc ®Ó phï hîp 

víi c¸c ®−êng biªn giíi quèc gia. §èi diÖn víi khu vùc giê gèc (0 giê) lμ 

khu vùc sè 12 vμ ®Ó tÝnh ngμy giê ®−îc thuËn tiÖn trong c¸c ho¹t ®éng  

chung cña thÕ giíi, ng−êi ta quy ®Þnh lÊy kinh tuyÕn o180  qua khu vùc giê 

sè 12 n»m gi÷a Th¸i B×nh D−¬ng lμm ®−êng chuyÓn (®æi) ngμy quèc tÕ. 

NÕu ®i tõ phÝa T©y sang phÝa §«ng qua kinh tuyÕn o180  th× ph¶i lïi l¹i mét 

ngμy lÞch, cßn nÕu ®i tõ phÝa ®«ng sang phÝa t©y qua kinh tuyÕn 180o th× 

ph¶i t¨ng thªm mét ngμy lÞch. 

3. C¸c vÜ tuyÕn ®Æc biÖt : c¸c vßng cùc vμ c¸c chÝ tuyÕn 

Trong khi quay quanh MÆt Trêi, trôc Tr¸i §Êt lu«n nghiªng vμ kh«ng ®æi 

ph−¬ng, cã lóc nghiªng b¸n cÇu B¾c, cã lóc nghiªng b¸n cÇu Nam vÒ phÝa 

MÆt Trêi. Do ®−êng ph©n chia s¸ng tèi kh«ng trïng víi trôc B¾c – Nam cña 

§Þa cÇu nªn ë b¸n cÇu B¾c vμ ë b¸n cÇu Nam cã hiÖn t−îng ngμy ®ªm dμi 

ng¾n kh¸c nhau. 

C¸c ®Þa ®iÓm n»m trªn ®−êng xÝch ®¹o (ë vÜ tuyÕn o0 ), quanh n¨m lóc nμo 

còng cã ngμy ®ªm dμi  nh− nhau. 

Vμo ngμy 22–6 (tøc lμ ngμy h¹ chÝ) c¸c ®Þa ®iÓm tõ vÜ tuyÕn o66 33  B¾c 

®Õn cùc B¾c vμ vμo ngμy 22–12 (tøc lμ ngμy ®«ng chÝ) c¸c ®Þa ®iÓm tõ vÜ 

tuyÕn o66 33  Nam ®Õn cùc Nam cã ngμy hoÆc ®ªm dμi suèt 24 giê. C¸c vÜ 

tuyÕn o66 33  B¾c vμ Nam cña hai b¸n cÇu ®−îc gäi lμ Vßng cùc B¾c vμ 

Vßng cùc Nam. 
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Vμo ngμy h¹ chÝ, MÆt Trêi chiÕu th¼ng gãc vμo vÜ tuyÕn o23 27  B¾c vμ vμo 

ngμy ®«ng chÝ MÆt Trêi chiÕu th¼ng gãc vμo vÜ tuyÕn o23 27  Nam. C¸c vÜ 

tuyÕn nμy lÇn l−ît ®−îc gäi lμ ChÝ tuyÕn B¾c vμ ChÝ tuyÕn Nam (h.2.29). 

 

 

 

H×nh 2.29 

 

 

 

 

 

 

Vμo c¸c ngμy 21–3 (tøc lμ ngμy xu©n ph©n) vμ ngμy 23–9 (tøc lμ ngμy thu 

ph©n) hai b¸n cÇu nhËn ®−îc gãc chiÕu nh− nhau cña MÆt Trêi, do ®ã tiÕp thu 

®−îc mét l−îng nhiÖt vμ ¸nh s¸ng nh− nhau (h.2.30). 

 

 

 

H×nh 2.30 



 59

C¸c chÝ tuyÕn vμ c¸c vßng cùc lμ nh÷ng vÜ tuyÕn ®Æc biÖt lμm ranh giíi ph©n 

chia bÒ mÆt Tr¸i §Êt ra n¨m vμnh ®ai nhiÖt song song víi xÝch ®¹o. T−¬ng 

øng víi n¨m vμnh ®ai nhiÖt, ng−êi ta chia Tr¸i §Êt ra n¨m ®íi khÝ hËu sau ®©y 

(h.2.31) : 

 

 

 

 

H×nh 2.31 

 

 

 

 

 

* NhiÖt ®íi chøa xÝch ®¹o giíi h¹n tõ vÜ tuyÕn o23 27  B¾c ®Õn vÜ tuyÕn 

o23 27  Nam. §ã lμ miÒn gi÷a hai ChÝ tuyÕn B¾c vμ ChÝ tuyÕn Nam. §©y lμ 

vïng khÝ hËu nãng.  

* ¤n ®íi gåm cã hai ®íi khÝ hËu, bao gåm tõ ChÝ tuyÕn B¾c ®Õn Vßng cùc 

B¾c vμ tõ ChÝ tuyÕn Nam ®Õn Vßng cùc Nam. §©y lμ hai khu vùc cã l−îng 

nhiÖt trung b×nh vμ cã bèn mïa thÓ hiÖn rÊt râ trong n¨m. 

* Hμn ®íi gåm hai ®íi khÝ hËu tõ Vßng cùc B¾c ®Õn cùc B¾c, Vßng cùc 

Nam ®Õn cùc Nam. §©y lμ hai khu vùc gi¸ l¹nh vμ cã b¨ng tuyÕt hÇu nh− 

quanh n¨m. 

Nh− vËy sù ph©n ho¸ khÝ hËu trªn bÒ mÆt Tr¸i §Êt phô thuéc vμo nhiÒu yÕu 

tè, trong ®ã cã sù  ph©n ho¸ theo vÜ ®é. 
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4. VÞ trÝ cña n−íc ViÖt Nam 

Xem b¶n ®å khu vùc §«ng Nam ¸, chóng ta dÔ dμng nhËn thÊy r»ng vïng ®Êt 

liÒn cña n−íc ViÖt Nam ë vμo vïng kinh tuyÕn tõ o102 10  § ®Õn o109 24  § 

vμ ë vμo vïng vÜ tuyÕn tõ o8 34  B ®Õn o23 23  B (h.2.32). 

 

QĐ. Côn Sơn

 

 

B¶n ®å khu vùc §«ng Nam ¸ 

H×nh 2.32 
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 HÖ to¹ ®é trong kh«ng gian 

 Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng 

 Ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng 

 

Trô së Liªn HiÖp Quèc t¹i Niu Oãc (New York) 
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§1. hÖ to¹ ®é trong kh«ng gian 

o
 

Tr¸i §Êt vμ Tr¹m vò trô ISS (International Space Station) trong kh«ng gian 

 

 

 

I- To¹ ®é cña ®iÓm vμ cña vect¬ 

1. HÖ to¹ ®é 

Trong kh«ng gian, cho ba trôc x'Ox, y'Oy, 

z'Oz vu«ng gãc víi nhau tõng ®«i mét. Gäi 

,i


 ,j


 k


 lÇn l−ît lμ c¸c vect¬ ®¬n vÞ trªn c¸c 

trôc x'Ox, y'Oy, z'Oz. 

HÖ ba trôc nh− vËy ®−îc gäi lμ hÖ trôc to¹ 

®é §Ò-c¸c vu«ng gãc Oxyz trong kh«ng 

gian, hay ®¬n gi¶n ®−îc gäi lμ hÖ to¹ ®é 

Oxyz  (h.3.1).   

§iÓm O ®−îc gäi lμ gèc to¹ ®é. 

C¸c mÆt ph¼ng (Oxy), (Oyz), (Ozx) ®«i mét vu«ng gãc víi nhau ®−îc gäi lμ 

c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

Kh«ng gian víi hÖ to¹ ®é Oxyz cßn ®−îc gäi lμ kh«ng gian Oxyz. 

H×nh 3.1 
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V× ,i


 ,j


 k


 lμ ba vect¬ ®¬n vÞ ®«i mét vu«ng gãc víi nhau nªn : 

2 2 2
1i j k  

  
 

vμ   . . . 0.i j j k k i  
     

 

1 Trong kh«ng gian Oxyz, cho mét ®iÓm M. H·y ph©n tÝch vect¬ 

OM  theo ba vect¬ 

kh«ng ®ång ph¼ng ,i


 ,j


 k


  ®· cho trªn c¸c trôc Ox, Oy, Oz. 

 

 

2. To¹ ®é cña mét ®iÓm 

Trong kh«ng gian Oxyz, cho mét ®iÓm M tuú ý. V× ba vect¬ ,i


 ,j


 k


 kh«ng 

®ång ph¼ng nªn cã mét bé ba sè (x  ; y ; z) duy nhÊt sao cho : 

OM


 xi y j zk  
  

 (h.3.2). 

 

H×nh 3.2 

Ng−îc l¹i, víi bé ba sè (x ; y ; z) ta cã mét ®iÓm M duy nhÊt trong kh«ng gian 

tho¶ m·n hÖ thøc .OM xi y j zk  
  

  

Ta gäi bé ba sè (x ; y ; z) ®ã lμ to¹ ®é cña ®iÓm M ®èi víi hÖ trôc to¹ ®é Oxyz 

®· cho vμ viÕt : 

M = (x ; y ; z) hoÆc M(x ; y ; z). 
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3. To¹ ®é cña vect¬ 

Trong kh«ng gian Oxyz cho vect¬ ,a


 khi ®ã lu«n tån t¹i duy nhÊt bé ba sè 

1 2 3( ; ; )a a a  sao cho :   
  

1 2 3 .a a i a j a k  

Ta gäi bé ba sè ( 1 2 3; ;a a a ) ®ã lμ to¹ ®é cña vect¬ a


 ®èi víi hÖ to¹ ®é Oxyz 

cho tr−íc vμ viÕt 


1 2 3( ; ; )a a a a  hoÆc 


1 2 3( ; ; )a a a a . 

NhËn xÐt. Trong hÖ to¹ ®é Oxyz, to¹ ®é cña ®iÓm M chÝnh lμ to¹ ®é cña vect¬ .OM


 

Ta cã : M = (x ; y ; z)   OM


 = (x ; y ; z). 

2 Trong kh«ng gian Oxyz, cho h×nh hép ch÷ nhËt ABCD.A'B'C'D' cã ®Ønh A trïng víi 

gèc O, cã ,AB


 ,AD


 AA


 theo thø tù cïng h−íng víi ,i


 ,j


 k


 vμ cã AB = a, 

AD = b, AA' = c. H·y tÝnh to¹ ®é c¸c vect¬  , ,AB AC AC
  

 vμ AM


 víi M lμ trung 

®iÓm cña c¹nh C'D'. 

II- BiÓu thøc to¹ ®é cña c¸c phÐp to¸n vect¬ 

§Þnh lÝ 

Trong kh«ng gian Oxyz cho hai vect¬ 1 2 3( ; ; )a a a a


 vμ 

 1 2 3( ; ; ).b b b b


 Ta cã : 

a)     


1 1 2 2 3 3( ; ; )a b a b a b a b , 

b)     


1 1 2 2 3 3( ; ; )a b a b a b a b , 

c) 1 2 3 1 2 3( ; ; ) ( ; ; )ka k a a a ka ka ka 


 

víi k lμ mét sè thùc. 
 

Chøng minh 

Theo gi¶ thiÕt : 1 2 3a a i a j a k  
  

, 1 2 3b b i b j b k  
   

, 

  1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( )a b a b i a b j a b k      
   

. 

VËy      


1 1 2 2 3 3( ; ; )a b a b a b a b . 

Chøng minh t−¬ng tù cho tr−êng hîp b) vμ c). 
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HÖ qu¶ 

a) Cho hai vect¬ 
1 2 3( ; ; )a a a a


 vμ 

1 2 3( ; ; )b b b b


. 

Ta cã : 

 


  
 


1 1

2 2

3 3.

a b

a b a b

a b

 

b) Vect¬ 0


 cã to¹ ®é lμ (0 ; 0 ; 0). 

c) Víi 0b 
 

 th× hai vect¬ a


 vμ b


 cïng ph−¬ng khi vμ chØ khi 

cã mét sè k sao cho : 1 1 2 2 3 3, ,a kb a kb a kb     . 

d) Trong kh«ng gian Oxyz, nÕu cho hai ®iÓm A ( ; ; )A A Ax y z ,  

( ; ; )B B BB x y z  th× :  

 ( ; ; )B A B A B AAB OB OA x x y y z z     
  

. 

  To¹ ®é trung ®iÓm M cña ®o¹n th¼ng AB lμ  

   
 
 

; ; .
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z
M  

III- tÝch v« h−íng 

1. BiÓu thøc to¹ ®é cña tÝch v« h−íng 

§Þnh lÝ 

Trong kh«ng gian Oxyz, tÝch v« h−íng cña hai vect¬ 

1 2 3( ; ; )a a a a


 vμ 1 2 3( ; ; )b b b b


 ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

1 1 2 2 3 3.a b a b a b a b  


 

Chøng minh 

.a b


 = 1 2 3( )a i a j a k 
  

. 1 2 3( )b i b j b k 
  

 

= 
2

1 1 1 2 1 3 2 1. . .a b i a b i j a b i k a b j i  
      

 + 

+ 
2 2

2 2 2 3 3 1 3 2 3 3. . . .a b j a b j k a b k i a b k j a b k   
       
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V×  
2 2 2

1i j k  
  

 vμ . . . 0i j j k k i  
     

 nªn 

.a b


= 1 1 2 2 3 3a b a b a b  . 

2. øng dông  

a) §é dμi cña mét vect¬. Cho vect¬   


1 2 3( ; ; )a a a a . 

Ta biÕt r»ng 
2 2a a
 

 hay 2 .a a
 

 Do ®ã 

2 2 2
1 2 3 .a a a a  


 

b) Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm. Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®iÓm 

( ; ; )A A AA x y z  vμ ( ; ; )B B BB x y z . Khi ®ã kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm A vμ 

B chÝnh lμ ®é dμi cña vect¬ .AB


 Do ®ã  ta cã :  

     2 2 2
.B A B A B AAB AB x x y y z z      


 

c) Gãc gi÷a hai vect¬. NÕu   lμ gãc gi÷a hai vect¬ 


1 2 3( ; ; )a a a a  vμ 




1 2 3( ; ; )b b b b  víi a


 vμ b


 kh¸c 0


 th× cos
.

.

a b

a b
  


  Do ®ã : 

 

   cos cos( , )a b 


 = 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3.

a b a b a b

a a a b b b

 

   
 

 

Tõ ®ã ta suy ra    a b


   1 1 2 2 3 3a b a b a b   = 0. 

3 Víi hÖ to¹ ®é Oxyz trong kh«ng gian, cho a


 = (3 ; 0 ; 1), b


 = (1 ; 1 ; 2), 

c


 = (2 ; 1 ; 1). H·y tÝnh .( )a b c
 

 vμ a b


. 

IV- Ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu 

§Þnh lÝ 

Trong kh«ng gian Oxyz, mÆt cÇu (S) t©m I(a ; b ; c) b¸n kÝnh r 

cã ph−¬ng tr×nh lμ : 

 (x  a)
2
 + (y  b)

2
 + (z  c)

2
 = r

2
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Chøng minh 

Gäi M(x ; y ; z) lμ mét ®iÓm thuéc mÆt cÇu (S) t©m I b¸n kÝnh r (h.3.3).  

Khi ®ã : M   (S)   IM r


  

 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c r       

 2 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c r      .  

Do ®ã 2 2 2 2( ) ( ) ( )x a y b z c r       lμ ph−¬ng tr×nh cña mÆt cÇu (S).  

 

 

H×nh 3.3 

 

 

 

4  ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu t©m I(1 ; 2 ; 3) cã b¸n kÝnh r = 5.   

 

 

NhËn xÐt. Ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu nãi trªn cã thÓ viÕt d−íi d¹ng : 

2 2 2 2 2 2 0x y z ax by cz d        víi d = 2 2 2 2a b c r   . 

Tõ ®ã ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng ph−¬ng tr×nh d¹ng 
2 2 2 2 2 2 0x y z Ax By Cz D        víi ®iÒu kiÖn 2 2 2 0A B C D     

lμ ph−¬ng tr×nh cña mÆt cÇu t©m I(A ; B ; C) cã b¸n kÝnh 

2 2 2r A B C D    . 

 

VÝ dô. X¸c ®Þnh t©m vμ b¸n kÝnh cña mÆt cÇu cã ph−¬ng tr×nh : 

2 2 2 4 2 6 5 0x y z x y z       . 
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Gi¶i 

Ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu ®· cho t−¬ng ®−¬ng víi ph−¬ng tr×nh sau : 

2 2 2 2( 2) ( 1) ( 3) 3x y z      . 

VËy mÆt cÇu ®· cho cã t©m I = (2 ; 1 ; 3), b¸n kÝnh r = 3. 

Bμi tËp  

C¸c bμi tËp sau ®©y ®Òu xÐt trong kh«ng gian Oxyz. 

1. Cho ba vect¬ a


 = (2 ; 5 ; 3), b


 = (0 ; 2 ; 1), c


 = (1 ; 7 ; 2). 

a) TÝnh to¹ ®é cña vect¬ 
1

4 3
3

d a b c  
  

. 

b) TÝnh to¹ ®é cña vect¬ 4 2e a b c  
  

. 

2. Cho ba ®iÓm A = (1 ; 1 ; 1), B = (0 ; 1 ; 2), C = (1 ; 0 ; 1). 

T×m to¹ ®é träng t©m G cña tam gi¸c ABC. 

3. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D' biÕt A = (1 ; 0 ; 1), B = (2 ; 1 ; 2), D = (1 ; 1 ; 1), 

C' =  (4 ; 5 ; 5).  TÝnh to¹ ®é c¸c ®Ønh cßn l¹i cña h×nh hép. 

4. TÝnh  

a) .a b


 víi a


 = (3 ; 0 ; 6),  b


 = (2 ; 4 ; 0). 

b) .c d


 víi c


 = (1 ; 5 ; 2), d


 = (4 ; 3 ; 5). 

5. T×m t©m vμ b¸n kÝnh cña c¸c mÆt cÇu cã ph−¬ng tr×nh sau ®©y : 

a) x
2
 + y

2
 + z

2
  8x  2y + 1 = 0 ; 

b) 3x
2
 + 3y

2
 + 3z

2
  6x + 8y + 15z  3 = 0. 

6. LËp ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu trong hai tr−êng hîp sau ®©y : 

a) Cã ®−êng kÝnh AB víi A = (4 ; 3 ; 7), B = (2 ; 1 ; 3). 

b) §i qua ®iÓm A = (5 ; 2 ; 1) vμ cã t©m C = (3 ; 3 ; 1). 
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§2. Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng 

Trong h×nh häc kh«ng gian ë líp 11 ta ®· biÕt mét sè c¸ch x¸c ®Þnh mÆt 

ph¼ng, ch¼ng h¹n nh− x¸c ®Þnh mÆt ph¼ng b»ng ba ®iÓm kh«ng th¼ng hμng, 

b»ng hai ®−êng th¼ng c¾t nhau, ... . B©y giê ta sÏ x¸c ®Þnh mÆt ph¼ng b»ng 

ph−¬ng ph¸p to¹ ®é.  

 

C¸c bøc t−êng cña toμ nhμ cao tÇng hiÖn ®¹i 
cho ta h×nh ¶nh cña mÆt ph¼ng trong kh«ng gian 

I- Vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng 

§Þnh nghÜa

Cho mÆt ph¼ng (). NÕu vect¬ 

n  kh¸c 0


 vμ cã gi¸ vu«ng 

gãc víi mÆt ph¼ng () th× 

n  ®−îc gäi lμ vect¬ ph¸p tuyÕn 

cña  (). 
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 Chó ý. NÕu 

n  lμ vect¬ ph¸p tuyÕn cña mét mÆt ph¼ng th× k


n  víi 0k  , còng 

lμ vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng ®ã. 

Bμi to¸n 

Trong kh«ng gian Oxyz cho mÆt ph¼ng () vμ hai vect¬ kh«ng cïng ph−¬ng 

1 2 3( ; ; )a a a a  


, 1 2 3( ; ; )b b b b  


 cã gi¸ song song hoÆc n»m trong mÆt ph¼ng 

(). Chøng minh r»ng mÆt ph¼ng () nhËn vect¬  

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1( ; ; )n a b a b a b a b a b a b   


 

lμm vect¬ ph¸p tuyÕn. 

Gi¶i 

Ta cã :   .a n
 

 1 2 3 3 2 2 3 1 1 3 3 1 2 2 1( ) ( ) ( )a a b a b a a b a b a a b a b       

 = 1 2 3 2 1 3 3 1 2 1 3 2 2 3 1 3 2 1( ) ( ) ( )a a b a a b a a b a a b a a b a a b      

 = 0. 

T−¬ng tù . 0b n 
 

.  

VËy vect¬ n


 vu«ng gãc víi c¶ 

hai vect¬ a


 vμ ,b


 cã nghÜa lμ 

gi¸ cña nã vu«ng gãc víi hai 
®−êng th¼ng c¾t nhau cña mÆt 

ph¼ng () (h.3.4). Suy ra gi¸ 

cña n


 vu«ng gãc víi mÆt 

ph¼ng (). V× ,a


 b


 kh«ng 

cïng ph−¬ng nªn c¸c to¹ ®é 

cña n


 kh«ng ®ång thêi b»ng 0, 

suy ra 0.n 


 Do ®ã vect¬ n


 lμ 
mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt 

ph¼ng (). 

Vect¬ n


 x¸c ®Þnh nh− trªn ®−îc gäi lμ tÝch cã h−íng (hay tÝch 

vect¬) cña hai vect¬ a


 vμ ,b


 kÝ hiÖu lμ n a b 
 

 hoÆc 

 [ , ]n a b
 

. 

1  Trong kh«ng gian Oxyz cho ba ®iÓm A(2 ; –1 ; 3), B(4 ; 0 ; 1), C(–10 ; 5 ; 3). H·y 

t×m to¹ ®é mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng (ABC). 

H×nh 3.4 
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II- Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña mÆt ph¼ng 

Bμi to¸n 1 

Trong kh«ng gian Oxyz cho mÆt ph¼ng () ®i qua ®iÓm M0 (x0 ; y0 ; z0) vμ nhËn 

n (A ; B ; C) lμm vect¬ ph¸p tuyÕn. Chøng minh r»ng ®iÒu kiÖn cÇn vμ ®ñ ®Ó 

®iÓm M(x ; y ; z) thuéc mÆt ph¼ng () lμ : 

A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0. 

Gi¶i 

Ta cã 0M M


 = (x – x0 ; y – y0 ; z – z0) (h.3.5) 

0( ) ( )M M M      


0n M M   

  


0. 0n M M  

  A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0. 

 

H×nh 3.5 

Bμi to¸n 2 

Trong kh«ng gian Oxyz, chøng minh r»ng tËp hîp c¸c ®iÓm M(x ; y ; z) tho¶ 

m·n ph−¬ng tr×nh Ax + By + Cz + D = 0 (trong ®ã c¸c hÖ sè A, B, C kh«ng 

®ång thêi b»ng 0) lμ mét mÆt ph¼ng nhËn vect¬ 

n  = (A ; B ; C) lμm vect¬ 

ph¸p tuyÕn. 

Gi¶i 

Ta lÊy ®iÓm M0(x0 ; y0 ; z0) sao cho Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0 (ch¼ng h¹n nÕu 

A  0 th× ta lÊy x0 = 
D

A
  ; y0 = z0 = 0). 
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Gäi () lμ mÆt ph¼ng ®i qua ®iÓm M0 vμ nhËn 

n  = (A ; B ; C) lμm vect¬ ph¸p 

tuyÕn. Ta cã : 

M ( )    A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0 

  Ax + By + Cz – (Ax0 + By0 + Cz0) = 0 

  Ax + By + Cz + D = 0  v×  D = – (Ax0 + By0 + Cz0). 

Tõ hai bμi to¸n trªn ta cã ®Þnh nghÜa sau.  

1. §Þnh nghÜa 

Ph−¬ng tr×nh cã d¹ng Ax + By + Cz + D = 0, trong ®ã A, B, C 

kh«ng ®ång thêi b»ng 0, ®−îc gäi lμ ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t 

cña mÆt ph¼ng. 

NhËn xÐt   

a) NÕu mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t lμ Ax + By + Cz + D = 0 th× 

nã cã mét vect¬ ph¸p tuyÕn lμ n


(A ; B ; C).  

b) Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ®i qua ®iÓm M0(x0 ; y0 ; z0) nhËn vect¬ n


(A ; B ; C) 

kh¸c 0


 lμm vect¬ ph¸p tuyÕn lμ A(x – x0) + B(y – y0) + C(z – z0) = 0. 

2 H·y t×m mét vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng () : 4x – 2y – 6z + 7 = 0. 

3 LËp ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña mÆt ph¼ng (MNP) víi M(1 ; 1 ; 1),  N(4 ; 3 ; 2), 

P(5 ; 2 ; 1). 

2. C¸c tr−êng hîp riªng 

Trong kh«ng gian Oxyz cho mÆt 

ph¼ng () :  

Ax + By + Cz + D = 0.   (1) 

a) NÕu D = 0 th× gèc to¹ ®é O 

cã to¹ ®é tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh 

cña mÆt ph¼ng (). VËy () ®i 

qua gèc to¹ ®é O (h.3.6). 

H×nh 3.6 
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b) NÕu mét trong ba hÖ sè A, B, C b»ng 0, ch¼ng h¹n  A = 0 th× mÆt ph¼ng () 

cã vect¬ ph¸p tuyÕn lμ n


 = (0 ; B ; C). Ta cã .n i


 = 0. Do i


 lμ vect¬ chØ 

ph−¬ng cña Ox nªn ta suy ra () song song hoÆc chøa trôc Ox (h.3.7a). 

 

a)             b)              c) 

H×nh 3.7 

4  NÕu B = 0 hoÆc C = 0 th× mÆt ph¼ng () cã ®Æc ®iÓm g× ? 

 

 

c) NÕu hai trong ba hÖ sè A, B, C b»ng 0, vÝ dô A = B = 0 vμ C   0 th× tõ 

tr−êng hîp b) ta suy ra mÆt ph¼ng () song song víi Ox vμ Oy hoÆc () chøa 

Ox vμ Oy. VËy () song song hoÆc trïng víi mÆt ph¼ng (Oxy) (h.3.8a). 

 

 

a)                 b)     c) 

H×nh 3.8 
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5 NÕu A = C = 0 vμ B   0 hoÆc nÕu B = C = 0 vμ A   0 th× mÆt ph¼ng () cã ®Æc 

®iÓm g× ? 

NhËn xÐt 

NÕu c¶ bèn hÖ sè A, B, C, D ®Òu 

kh¸c 0 th× b»ng c¸ch ®Æt a = ,D

A
  

,D
b

B
   

D
c

C
  , ta cã thÓ ®−a 

ph−¬ng tr×nh (1) vÒ d¹ng sau ®©y : 

 1
x y z

a b c
   .  (2) 

Khi ®ã mÆt ph¼ng () c¾t c¸c trôc 

Ox, Oy, Oz lÇn l−ît t¹i c¸c ®iÓm 

cã to¹ ®é lμ (a ; 0 ; 0), (0 ; b ; 0), 

(0 ; 0 ; c). Ng−êi ta cßn gäi ph−¬ng 

tr×nh (2) lμ ph−¬ng tr×nh cña mÆt 

ph¼ng theo ®o¹n ch¾n (h.3.9).  

VÝ dô. Trong kh«ng gian Oxyz cho ba ®iÓm M(1 ; 0 ; 0), N(0 ; 2 ; 0), P(0 ; 0 ; 3). 

H·y viÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (MNP).  

Gi¶i 

¸p dông ph−¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng theo ®o¹n ch¾n, ta cã ph−¬ng tr×nh cña 

mÆt ph¼ng (MNP) lμ : 

1
1 2 3

x y z
    hay 6x + 3y + 2z  – 6 = 0. 

III- §iÒu kiÖn ®Ó hai mÆt ph¼ng song song, vu«ng gãc 

6 Cho hai mÆt ph¼ng () vμ  () cã ph−¬ng tr×nh   

() : x – 2y + 3z + 1 = 0, 

() : 2x – 4y + 6z + 1 = 0. 

Cã nhËn xÐt g× vÒ vect¬ ph¸p tuyÕn cña chóng ? 

H×nh 3.9 
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Trong kh«ng gian Oxyz cho hai mÆt ph¼ng 1( )  vμ 2( )  cã ph−¬ng tr×nh 

1( )  : A1x + B1y + C1z + D1 = 0, 

2( )  : A2x + B2y + C2z + D2 = 0. 

Khi ®ã 1( )  vμ 2( )  cã hai vect¬ ph¸p tuyÕn lÇn l−ît lμ  

1n


 = (A1 ; B1 ; C1), 

2n


 = (A2 ; B2 ; C2). 

Ta xÐt ®iÒu kiÖn ®Ó hai mÆt ph¼ng 1( )  vμ 2( )  song song hoÆc vu«ng gãc 

víi nhau. 

1. §iÒu kiÖn ®Ó hai mÆt ph¼ng song song 
 

 

     

H×nh 3.10 
 

 

 

Ta nhËn thÊy hai mÆt ph¼ng 1( )  vμ 2( )  song song hoÆc trïng nhau khi vμ 

chØ khi chóng cïng vu«ng gãc víi mét ®−êng th¼ng, nghÜa lμ khi vμ chØ khi 

hai vect¬ ph¸p tuyÕn 1n


 vμ 2n


 cña chóng cïng ph−¬ng (h.3.10). 

Khi ®ã ta cã : 1n


 = k 2n


. 

NÕu 
1 2D kD  th× ta cã 1( ) trïng víi 2( ) . 

NÕu 1 2D kD  th× 1( ) song song víi 2( ) . 
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VËy ta suy ra 

1 2( ) // ( )  1 2

1 2

n kn

D kD

  

 
  

1 1 1 2 2 2

1 2

( ; ; ) ( ; ; )

.

A B C k A B C

D kD

    
  

 

1 2( ) ( )  1 2

1 2

n kn

D kD

  

 
 

1 1 1 2 2 2

1 2

( ; ; ) ( ; ; )

.

A B C k A B C

D kD

    
  

 

 Chó ý 

1 2( ) c¾t ( )  1 2n kn 
 

 (h.3.11) 

1 1 1 2 2 2( ; ; ) ( ; ; ).A B C k A B C   

 

H×nh 3.11 

VÝ dô. ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () ®i qua ®iÓm M(1 ; 2 ; 3) vμ song 

song víi mÆt ph¼ng () : 2x  3y + z + 5 = 0. 

Gi¶i 

V× mÆt ph¼ng () song song víi mÆt ph¼ng () nªn () cã vect¬ ph¸p tuyÕn 

n


 = (2 ; –3 ; 1). MÆt ph¼ng () ®i qua ®iÓm M(1 ; –2 ; 3), vËy () cã ph−¬ng tr×nh : 

2(x  1)  3(y + 2) + 1(z  3) = 0 hay 2x  3y + z  11 = 0. 
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2. §iÒu kiÖn ®Ó hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc 

 

H×nh 3.12 

Ta nhËn thÊy hai mÆt ph¼ng 1( )  vμ ( 2 ) vu«ng gãc víi nhau khi vμ chØ khi hai 

vect¬ ph¸p tuyÕn 1n


 vμ 2n


 t−¬ng øng cña chóng vu«ng gãc víi nhau (h.3.12). 

VËy ta cã ®iÒu kiÖn : 

 1 2( ) ( )  1 2.n n
 

 = 0  

  A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0. 

 

 

VÝ dô. ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () ®i qua hai ®iÓm A(3 ; 1 ; 1), B(2 ; 1 ; 4) 

vμ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh : 

2x  y + 3z  1 = 0. 

Gi¶i 

Gäi n


 lμ vect¬ ph¸p tuyÕn cña mÆt ph¼ng (). Hai vect¬ kh«ng cïng ph−¬ng cã 

gi¸ song song hoÆc n»m trªn () lμ  : 

AB


= (–1 ; –2 ; 5) vμ n


 = (2 ; –1 ; 3). 

Do ®ã mÆt ph¼ng () cã vect¬ ph¸p tuyÕn : 

n


 = AB n
 

 = (–1 ; 13 ; 5). 

 VËy ph−¬ng tr×nh cña () lμ : 

1(x  3) + 13(y  1) + 5(z + 1) = 0   x  13y  5z + 5 = 0. 
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IV- KHO¶NG C¸CH Tõ MéT §IÓM §ÕN MéT MÆT PH¼NG 

 

 

§Þnh lÝ  

Trong kh«ng gian Oxyz, cho mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh  

Ax + By + Cz + D = 0 vμ ®iÓm 0 0 0 0( ; ; ).M x y z  Kho¶ng c¸ch 

tõ ®iÓm 0M  ®Õn mÆt ph¼ng (), kÝ hiÖu lμ d( 0,M  ()), ®−îc 

tÝnh theo c«ng thøc : 
 

d( 0,M  ())  = 
0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D

A B C

  

 
 

 

 

 

 

 

Chøng minh 
 

Gäi M1(x1 ; y1 ; z1) lμ h×nh chiÕu 

vu«ng gãc cña 0M  trªn () (h.3.13). 

XÐt hai vect¬ 

1 0M M


 = (x0 – x1 ; y0 – y1 ; z0 – z1) 

vμ n


 = (A ; B ; C), ta thÊy 1 0M M


 vμ 

n


 cïng ph−¬ng v× gi¸ cña chóng 

cïng vu«ng gãc víi (). Suy ra :  

1 0 1 0. .M M n M M n
  

 

=  0 1 0 1 0 1( ) ( )A x x B y y C z z      

= 0 0 0 1 1 1( )Ax By Cz Ax By Cz      .  (1)  

MÆt kh¸c v× M1  thuéc () nªn ta cã :  

Ax1 + By1 + Cz1 + D = 0 

hay  D = –Ax1 – By1 – Cz1.        (2) 

Thay (2) vμo (1) ta ®−îc 1 0 0 0 0.M M n Ax By Cz D   
 

. 

H×nh 3.13 
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Gäi kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm 0M  ®Õn mÆt ph¼ng () lμ d( 0M , ()). 

VËy d( 0,M  ()) = 1 0M M


 

= 0 0 0Ax By Cz D

n

  
  

= 
0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D

A B C

  

 
. 

VÝ dô 1. TÝnh kho¶ng c¸ch tõ gèc to¹ ®é vμ tõ ®iÓm M(1 ; 2 ; 13) ®Õn mÆt 

ph¼ng () : 2x – 2y  z + 3 = 0. 

Gi¶i 

¸p dông c«ng thøc tÝnh kho¶ng c¸ch ë trªn ta cã : 

    d(O, ()) =  
2 2 2

2.(0) 2.(0) (0) 3 3
1

32 ( 2) ( 1)

  
 

   
; 

    d(M, ()) = 
2 2 2

2.1 2.( 2) 13 3 4

32 ( 2) ( 1)

   


   
. 

VÝ dô 2. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng song song () vμ () cho bëi 

c¸c ph−¬ng tr×nh sau ®©y : 

    () : x + 2y + 2z + 11 = 0, 

    () : x + 2y + 2z + 2 = 0. 

Gi¶i 

Ta biÕt kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng song song b»ng kho¶ng c¸ch tõ mét 

®iÓm bÊt k× cña mÆt ph¼ng nμy tíi mÆt ph¼ng kia. 

Ta lÊy ®iÓm M(0 ; 0 ; 1) thuéc (), kÝ hiÖu d( ( ), ( ))   lμ kho¶ng c¸ch gi÷a 

hai mÆt ph¼ng () vμ (), ta cã : 

d((), ()) = d(M, ()) = 
2 2 2

(0) 2.(0) 2.( 1) 11

1 2 2

   

 
 = 

9

3
 = 3. 
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7  TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng () vμ () cho bëi c¸c ph−¬ng tr×nh sau ®©y : 

() : x 2 = 0, 

() : x  8 = 0. 

BμI TËP 

C¸c bμi tËp sau ®©y ®Òu xÐt trong kh«ng gian Oxyz. 

1. ViÕt ph−¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng : 

a) §i qua ®iÓm M(1 ; 2 ; 4) vμ nhËn n


 = (2 ; 3 ; 5) lμm vect¬ ph¸p tuyÕn ; 

b) §i qua ®iÓm A(0 ; 1 ; 2) vμ song song víi gi¸ cña mçi vect¬ u


 = (3 ; 2 ; 1) vμ 

v


 = (3 ; 0 ; 1) ; 

c) §i qua ba ®iÓm A(3 ; 0 ; 0), B(0 ; –2 ; 0) vμ C(0 ; 0 ; 1). 

2. ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng trung trùc cña ®o¹n th¼ng AB víi A(2 ; 3 ; 7), 

B(4 ; 1 ; 3). 

3. a) LËp ph−¬ng tr×nh cña c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é (Oxy), (Oyz), (Oxz). 

b) LËp ph−¬ng tr×nh cña c¸c mÆt ph¼ng ®i qua ®iÓm M(2 ; 6 ; 3) vμ lÇn l−ît 

song song víi c¸c mÆt ph¼ng to¹ ®é. 

4. LËp ph−¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng : 

a) Chøa trôc Ox vμ ®iÓm P(4 ; 1 ; 2) ; 

b) Chøa trôc Oy vμ ®iÓm Q(1 ; 4 ; 3) ; 

c) Chøa trôc Oz vμ ®iÓm R(3 ; 4 ; 7). 

5. Cho tø diÖn cã c¸c ®Ønh lμ A(5 ; 1 ; 3), B(1 ; 6 ; 2), C(5 ; 0 ; 4), D(4 ; 0 ; 6). 

a) H·y viÕt ph−¬ng tr×nh cña c¸c mÆt ph¼ng (ACD) vμ (BCD). 

b) H·y viÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () ®i qua c¹nh AB vμ song song víi c¹nh CD. 

6. H·y viÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () ®i qua ®iÓm M(2 ; 1 ; 2) vμ song song 

víi mÆt ph¼ng () : 2x  y + 3z + 4 = 0. 

7. LËp ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () ®i qua hai ®iÓm A(1 ; 0 ; 1), B(5 ; 2 ; 3) vμ vu«ng 

gãc víi mÆt ph¼ng () : 2x  y + z  7 = 0. 
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8. X¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ cña m vμ n ®Ó mçi cÆp mÆt ph¼ng sau ®©y lμ mét cÆp mÆt 

ph¼ng song song víi nhau : 

a) 2x + my + 3z  5 = 0  vμ   nx  8y  6z + 2 = 0 ; 

b) 3x  5y + mz  3 = 0  vμ   2x + ny  3z + 1 = 0. 

9. TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm A(2 ; 4 ; 3) lÇn l−ît ®Õn c¸c mÆt ph¼ng sau : 

a) 2x  y + 2z  9 = 0 ; 

b) 12x  5z + 5 = 0 ; 

c) x = 0. 

10. Gi¶i bμi to¸n sau ®©y b»ng ph−¬ng ph¸p to¹ ®é : 

Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' c¹nh b»ng 1. 

a) Chøng minh r»ng hai mÆt ph¼ng (AB'D') vμ (BC'D) song song víi nhau. 

b) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng nãi trªn. 
 

 

 

 

 

 

 

 

§3. PH¦¥NG TR×NH

§¦êNG TH¼NG TRONG KH¤NG GIAN 

        

H×nh ¶nh của c¸c ®−êng th¼ng trong kh«ng gian    c¸c cÇu v−ît trong thμnh phè vμ qua s«ng 
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Ta ®· biÕt trong hÖ trôc to¹ ®é Oxy ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng cã 

d¹ng 
0 1

0 2

x x ta

y y ta

 
  

 víi  2 2
1 2 0a a   (h.3.14a). 

Nh− vËy trong kh«ng gian Oxyz ph−¬ng tr×nh cña ®−êng th¼ng cã d¹ng nh− 

thÕ nμo ? (h.3.14b) 

   

 a) §−êng th¼ng trong mÆt ph¼ng  b) §−êng th¼ng trong kh«ng gian 

H×nh 3.14 

 

 

 

I- PH¦¥NG TR×NH THAM Sè CñA §¦êNG TH¼Ng 

 

1 Trong kh«ng gian Oxyz cho ®iÓm M0(1 ; 2 ; 3) vμ hai ®iÓm  M1 (1 + t ; 2 + t ; 3 + t), 

M2 (1 + 2t ; 2 + 2t ; 3 + 2t) di ®éng víi tham sè t. H·y chøng tá ba ®iÓm M0 , M1, M2 

lu«n th¼ng hμng.  

§Þnh lÝ 

Trong kh«ng gian Oxyz cho ®−êng th¼ng   ®i qua ®iÓm 

M0(x0 ; y0 ; z0) vμ nhËn a


 = (a1 ; a2 ; a3) lμm vect¬ chØ 

ph−¬ng. §iÒu kiÖn cÇn vμ ®ñ ®Ó ®iÓm M(x ; y ; z) n»m trªn   

lμ cã mét sè thùc t sao cho 

0 1

0 2

0 3.

x x ta

y y ta

z z ta

 
  
  
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Chøng minh 

Ta cã : 0M M


 = (x – x0 ; y – y0 ; z – z0). 

§iÓm M n»m trªn   khi vμ chØ khi 0M M


 cïng ph−¬ng víi ,a


 nghÜa lμ 

0M M


 = t a


 víi t lμ mét sè thùc. §iÒu nμy t−¬ng ®−¬ng víi 

0 1

0 2

0 3

x x ta

y y ta

z z ta

 
  
  

 hay 

0 1

0 2

0 3.

x x ta

y y ta

z z ta

 
  
  

 

§Þnh nghÜa 

Ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng   ®i qua ®iÓm 

M0(x0 ; y0 ; z0) vμ cã vect¬ chØ ph−¬ng 1 2 3( ; ; )a a a a


 lμ 

ph−¬ng tr×nh cã d¹ng  

0 1

0 2

0 3

x x ta

y y ta

z z ta

 
  
  

 

trong ®ã t lμ tham sè. 

 Chó ý.  NÕu 1 2 3, ,a a a  ®Òu kh¸c 0 th× ng−êi ta cßn cã thÓ viÕt ph−¬ng tr×nh 

cña ®−êng th¼ng   d−íi d¹ng chÝnh t¾c nh− sau : 

  
  0 0 0

1 2 3

x x y y z z

a a a
 

VÝ dô 1. ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng   ®i qua ®iÓm          

M0(1 ; 2 ; 3) vμ cã vect¬ chØ ph−¬ng lμ a


 = (1 ; –4 ; –5). 

Gi¶i 

Ph−¬ng tr×nh tham sè cña   lμ : 

1

2 4

3 5 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

VÝ dô 2. ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng AB víi A(1 ; –2 ; 3) vμ 

B(3 ; 0 ; 0).   
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Gi¶i 

§−êng th¼ng AB cã vect¬ chØ ph−¬ng AB


 = (2 ; 2 ; –3). 

Ph−¬ng tr×nh tham sè cña AB lμ : 

1 2

2 2

3 3 .

x t

y t

z t

 
   
  

 

VÝ dô 3. Chøng minh ®−êng th¼ng d : 

1

2 2

4 3

x t

y t

z t

 
  
  

 vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 

() : 2x + 4y + 6z + 9 = 0. 

Gi¶i 

d cã vect¬ chØ ph−¬ng a


 = (1 ; 2 ; 3) ; 

() cã vect¬ ph¸p tuyÕn n


 = (2 ; 4 ; 6). 

Ta cã n


 = 2 ,a


 suy ra d  (). 

2 Cho ®−êng th¼ng  cã ph−¬ng tr×nh tham sè  

  
  
  

1 2

3 3

5 4 .

x t

y t

z t

 

H·y t×m to¹ ®é cña mét ®iÓm M trªn  vμ to¹ ®é mét vect¬ chØ ph−¬ng cña . 
 

II- §iÒu kiÖn ®Ó hai ®−êng th¼ng song song, c¾t nhau, 

chÐo nhau 

3 Cho hai ®−êng th¼ng d vμ d' cã ph−¬ng tr×nh tham sè lÇn l−ît lμ 

d : 

3 2

6 4

4

x t

y t

z t

 
  
  

  vμ d'  : 

2

1

5 2 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

a) H·y chøng tá ®iÓm M(1 ; 2 ; 3) lμ ®iÓm chung cña d vμ d' ; 

b) H·y chøng tá d vμ d' cã hai vect¬ chØ ph−¬ng kh«ng cïng ph−¬ng. 
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Trong kh«ng gian Oxyz cho hai ®−êng th¼ng d, d’ cã ph−¬ng tr×nh tham sè 

lÇn l−ît lμ 

d : 

0 1

0 2

0 3

x x ta

y y ta

z z ta

  


 
  

   vμ d’ : 

0 1

0 2

0 3.

x x t a

y y t a

z z t a

    


   
    

 

Sau ®©y ta xÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a d vμ d’, nghÜa lμ xÐt ®iÒu kiÖn ®Ó d vμ d’ 

song song, c¾t nhau hoÆc chÐo nhau.  

 

1. §iÒu kiÖn ®Ó hai ®−êng th¼ng song song 

Gäi 1 2 3( ; ; )a a a a
   vμ 1 2 3( ; ; )a a a a

      

lÇn l−ît lμ vect¬ chØ ph−¬ng cña d vμ d’. 

LÊy ®iÓm 
0 0 0( ; ; )M x y z  trªn d (h.3.15). 

Ta cã : 

d song song víi d’ khi vμ chØ khi 

 

.

a ka

M d

 
  

 

§Æc biÖt : 

d trïng víi d’ khi vμ chØ khi 

 

.

a ka

M d

 
  

 

 

 

VÝ dô 1. Chøng minh hai ®−êng th¼ng sau ®©y song song : 

d : 

1

2

3

x t

y t

z t

 
 
  

  vμ d' : 

2 2

3 4

5 2 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

Gi¶i  

d cã vect¬ chØ  ph−¬ng a


 = (1 ; 2 ; –1), lÊy M(1 ; 0 ; 3)  d ; 

d' cã vect¬ chØ  ph−¬ng a


 = (2 ; 4 ; –2). 

V× 
1

2
a a
 

 vμ M kh«ng thuéc d' nªn d song song víi d'. 

H×nh 3.15 
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4 Chøng minh hai ®−êng th¼ng sau ®©y trïng nhau : 

d : 

3

4

5 2

x t

y t

z t

 
  
  

 vμ d' : 

2 3

5 3

3 6 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

 

2. §iÒu kiÖn ®Ó hai ®−êng th¼ng c¾t nhau 
 

Hai ®−êng th¼ng d vμ d' c¾t nhau khi vμ chØ khi hÖ ph−¬ng 

tr×nh Èn t, t' sau  

0 1 0 1

0 2 0 2

0 3 0 3

x ta x t a

y ta y t a

z ta z t a

    
     
     

  (I) 

cã ®óng mét nghiÖm. 
 

 Chó ý. Gi¶ sö hÖ (I) cã nghiÖm 
0 0( ; )t t , ®Ó t×m giao ®iÓm 

0M  cña d vμ d' ta 

cã thÓ thay 0t vμo ph−¬ng tr×nh tham sè cña d hoÆc thay 0t  vμo ph−¬ng tr×nh 

tham sè cña d'. 

 

VÝ dô 2. T×m giao ®iÓm cña hai ®−êng th¼ng sau : 

d : 

1

2 3

3

x t

y t

z t

 
  
  

 vμ d': 

2 2

2

1 3 .

x t

y t

z t

 
   
  

 

Gi¶i 
 

XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh 

  
    
   

1 2 2

2 3 2

3 1 3

t t

t t

t t

 

(1)

(2)

(3)

 

Tõ (1) vμ (2) suy ra t = 1 vμ t' = 1. Thay vμo ph−¬ng tr×nh (3) ta thÊy nã tho¶ 

m·n. VËy hÖ ph−¬ng tr×nh trªn cã nghiÖm lμ t = 1, t' = 1. 

Suy ra d c¾t d' t¹i ®iÓm M(0 ; –1 ; 4). 



 87

3. §iÒu kiÖn ®Ó hai ®−êng th¼ng chÐo nhau 

Ta biÕt r»ng hai ®−êng th¼ng chÐo nhau nÕu chóng kh«ng cïng ph−¬ng vμ 

kh«ng c¾t nhau. Do vËy 

Hai ®−êng th¼ng d vμ d' chÐo nhau khi vμ chØ khi a


 vμ a


 

kh«ng cïng  ph−¬ng vμ hÖ ph−¬ng tr×nh 

0 1 0 1

0 2 0 2

0 3 0 3

x ta x t a

y ta y t a

z ta z t a

    
     
     

 

v« nghiÖm. 
 

 

 

 

VÝ dô 3. XÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai ®−êng th¼ng 

d : 

1 2

1 3

5

x t

y t

z t

 
   
  

 vμ d' : 
 

   
   

1 3

2 2

1 2 .

x t

y t

z t

 

 

Gi¶i 
 

 

H×nh 3.16 

 

 

Ta cã : a


 = (2 ; 3 ; 1) vμ a


 = (3 ; 2 ; 2). 

V× kh«ng tån t¹i sè k ®Ó a

 k a


 nªn a


 vμ a


 kh«ng cïng ph−¬ng. Tõ ®ã suy 

ra d vμ d' hoÆc c¾t nhau hoÆc chÐo nhau (h.3.16).   

XÐt hÖ ph−¬ng tr×nh : 

   
      
     

1 2 1 3

1 3 2 2

5 1 2 .

t t

t t

t t
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Tõ hai ph−¬ng tr×nh ®Çu ta ®−îc 
3

5
t    vμ   

2

5
t , thay vμo ph−¬ng tr×nh 

cuèi  kh«ng tho¶ m·n. 

Ta suy ra hÖ trªn v« nghiÖm. VËy hai ®−êng th¼ng d vμ d' chÐo nhau. 

 

VÝ dô 4. Chøng minh hai ®−êng th¼ng sau ®©y vu«ng gãc  

d :

5

3 2

4

x t

y t

z t

 
   
 

 vμ d' :
9 2

13 3

1 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

Gi¶i 

d vμ d' lÇn l−ît cã vect¬ chØ ph−¬ng lμ a


 = (–1 ; 2 ; 4) vμ a


 = (2 ; 3 ; –1). 

Ta cã  a


. a


 = – 2 + 6 – 4 = 0. 

Suy ra d d . 
 

 

NhËn xÐt. Trong kh«ng gian Oxyz cho mÆt ph¼ng () : Ax + By + Cz + D = 0 

vμ ®−êng th¼ng d : 

0 1

0 2

0 3 .

x x ta

y y ta

z z ta

 
  
  

  

XÐt ph−¬ng tr×nh 0 1 0 2 0 3( ) ( ) ( ) 0A x ta B y ta C z ta D        (t lμ Èn). (1) 

– NÕu ph−¬ng tr×nh (1) v« nghiÖm th× d vμ () kh«ng cã ®iÓm chung, vËy 

d // () (h.3.17a).  

 

 

 

 
a)     b)              c) 

 

H×nh 3.17 



 89

– NÕu ph−¬ng tr×nh (1) cã ®óng mét nghiÖm t = t0 th× d c¾t () t¹i ®iÓm 

0 0 0 1 0 0 2 0 0 3( ; ; )M x t a y t a z t a    (h.3.17b). 

– NÕu ph−¬ng tr×nh (1) cã v« sè nghiÖm th× d thuéc () (h.3.17c). 

5 T×m sè giao ®iÓm cña mÆt ph¼ng () : x + y + z – 3 = 0 víi ®−êng th¼ng d trong 

c¸c tr−êng hîp sau : 

a) d : 

2

3

1

x t

y t

z

 
  
 

 ;    b) d : 

1 2

1

1

x t

y t

z t

 
  
  

 ;   c) d : 

1 5

1 4

1 3 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

 

 

 

 

 

BμI TËP 

 

1. ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng d trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) d ®i qua ®iÓm M(5 ; 4 ; 1) vμ cã vect¬ chØ ph−¬ng a


 = (2 ; 3 ; 1) ; 

b) d ®i qua ®iÓm A(2 ; 1 ; 3) vμ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh  

x + y  z + 5 = 0 ; 

c) d ®i qua ®iÓm B(2 ; 0 ; 3) vμ song song víi ®−êng th¼ng   : 

1 2

3 3

4

x t

y t

z t

 
   
 

 ; 

d) d ®i qua hai ®iÓm P(1 ; 2 ; 3) vμ Q(5 ; 4 ; 4). 

2. ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng lμ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®−êng 

th¼ng d : 

2

3 2

1 3

x t

y t

z t

 
   
  

 

lÇn l−ît trªn c¸c mÆt ph¼ng sau : 

a) (Oxy) ;    

b) (Oyz).   
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3. XÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña c¸c cÆp ®−êng th¼ng d vμ d' cho bëi c¸c ph−¬ng 

tr×nh sau : 

a)  d : 

3 2

2 3

6 4

x t

y t

z t

  
   
  

   vμ  d' : 

 
   
  

5

1 4

20

x t

y t

z t

 ; 

b)  d : 

1

2

3

x t

y t

z t

 
  
  

   vμ  d' : 

 
   
  

1 2

1 2

2 2 .

x t

y t

z t

 

4. T×m a ®Ó hai ®−êng th¼ng sau ®©y c¾t nhau  

  d : 

1

1 2

x at

y t

z t

 
 
   

  vμ  d' :  

 
  
  

1

2 2

3 .

x t

y t

z t

 

5.  T×m sè giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng d víi mÆt ph¼ng () trong c¸c tr−êng 

hîp sau : 

a)  d : 

12 4

9 3

1

x t

y t

z t

 
  
  

  vμ () : 3x + 5y  z  2 = 0 ; 

b)  d : 

1

2

1 2

x t

y t

z t

 
  
  

   vμ () : x + 3y + z +1 = 0 ; 

c)  d : 

1

1 2

2 3

x t

y t

z t

 
  
  

  vμ () : x + y + z 4 = 0. 

6. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a ®−êng th¼ng   : 

3 2

1 3

1 2

x t

y t

z t

  
   
   

 vμ mÆt ph¼ng 

() : 2x  2y + z + 3 = 0. 
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7.  Cho ®iÓm A(1 ; 0 ; 0) vμ ®−êng th¼ng   : 

2

1 2

.

x t

y t

z t

 
  
 

 

a) T×m to¹ ®é ®iÓm H lμ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm A trªn ®−êng th¼ng  . 

b) T×m to¹ ®é ®iÓm A' ®èi xøng víi A qua ®−êng th¼ng  . 

8. Cho ®iÓm M(1 ; 4 ; 2) vμ mÆt ph¼ng () : x + y + z  1 = 0. 

a) T×m to¹ ®é ®iÓm H lμ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm M trªn mÆt ph¼ng (). 

b) T×m to¹ ®é ®iÓm M' ®èi xøng víi M qua mÆt ph¼ng (). 

c) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn mÆt ph¼ng (). 

9. Cho hai ®−êng th¼ng  

d : 

1

2 2

3

x t

y t

z t

 
  
 

 vμ     d' : 

 
  
 

1

3 2

1.

x t

y t

z

 

Chøng minh d vμ d' chÐo nhau. 

10. Gi¶i bμi to¸n sau ®©y b»ng ph−¬ng ph¸p to¹ ®é : 

Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b»ng 1. TÝnh kho¶ng c¸ch tõ 

®Ønh A ®Õn c¸c mÆt ph¼ng (A'BD) vμ (B'D'C). 
 

¤N TËP CH¦¥NG III 

C¸c bμi to¸n sau ®©y ®Òu cho trong hÖ to¹ ®é Oxyz. 

1. Cho bèn ®iÓm A(1 ; 0 ; 0), B(0 ; 1 ; 0), C(0 ; 0 ; 1), D(2 ; 1 ; 1). 

a) Chøng minh A, B, C, D lμ bèn ®Ønh cña mét tø diÖn. 

b) T×m gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng AB vμ CD. 

c) TÝnh ®é dμi ®−êng cao cña h×nh chãp A.BCD. 

2. Cho mÆt cÇu (S) cã ®−êng kÝnh lμ AB biÕt r»ng A(6 ; 2 ; 5), B(4 ; 0 ; 7). 

a) T×m to¹ ®é t©m I vμ tÝnh b¸n kÝnh r cña mÆt cÇu (S). 
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b) LËp ph−¬ng tr×nh cña mÆt cÇu (S). 

c) LËp ph−¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng () tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) t¹i ®iÓm A. 

3. Cho bèn ®iÓm A(2 ; 6 ; 3), B(1 ; 0 ; 6), C(0 ; 2 ; 1), D(1 ; 4 ; 0). 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (BCD). Suy ra ABCD lμ mét tø diÖn. 

b) TÝnh chiÒu cao AH cña tø diÖn ABCD. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () chøa AB vμ song song víi CD. 

4. LËp ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng : 

a) §i qua hai ®iÓm A(1 ; 0 ; 3), B(3 ; 1 ; 0). 

b) §i qua ®iÓm M(2 ; 3 ; 5) vμ song song víi ®−êng th¼ng   cã ph−¬ng tr×nh  

2 2

3 4

5 .

x t

y t

z t

  
  
  

 

5. Cho mÆt cÇu (S) cã ph−¬ng tr×nh : (x  3)
2
 + (y + 2)

2
 + (z  1)

2
 = 100 vμ mÆt 

ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh 2x  2y  z + 9 = 0. MÆt ph¼ng () c¾t mÆt cÇu (S) 

theo mét ®−êng trßn (C). 

H·y x¸c ®Þnh to¹ ®é t©m vμ tÝnh b¸n kÝnh cña ®−êng trßn (C). 

6.  Cho mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh 3x + 5y – z – 2 = 0 vμ ®−êng th¼ng d cã 

ph−¬ng tr×nh  

12 4

9 3

1 .

x t

y t

z t

 
  
  

 

a) T×m giao ®iÓm M cña ®−êng th¼ng d vμ mÆt ph¼ng (). 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () chøa ®iÓm M vμ vu«ng gãc víi ®−êng 

th¼ng d. 

7.  Cho ®iÓm A(–1 ; 2 ; –3), vect¬ a


 = (6 ; –2 ; –3) vμ ®−êng th¼ng d cã ph−¬ng 

tr×nh : 

1 3

1 2

3 5 .

x t

y t

z t

 
   
  

 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () chøa ®iÓm A vμ vu«ng gãc víi gi¸ cña a


. 
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b) T×m giao ®iÓm M cña d vμ (). 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng   ®i qua ®iÓm A, vu«ng gãc víi gi¸ cña a


 

vμ c¾t ®−êng th¼ng d. 

8. ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () tiÕp xóc víi mÆt cÇu 

(S) :       2 2 2 10 2 26 170 0x y z x y z  

vμ song song víi hai ®−êng th¼ng 

d : 

5 2

1 3

13 2

x t

y t

z t

  
  
   

 ;  d' : 

  
   
 

7 3

1 2

8.

x t

y t

z

 

9. T×m to¹ ®é ®iÓm H lμ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm M(1 ; –1 ; 2) trªn mÆt 

ph¼ng () : 2 2 11 0x y z    . 

10. Cho ®iÓm M(2 ; 1 ; 0) vμ mÆt ph¼ng () : 3 27 0.x y z     T×m to¹ ®é ®iÓm 

M' ®èi xøng víi M qua (). 

11. ViÕt ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng   vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng to¹ ®é (Oxz) vμ 

c¾t hai ®−êng th¼ng 

d : 4

3

x t

y t

z t


   
  

 ;  d' : 

1 2

3

4 5 .

x t

y t

z t

 
   
  

 

12. T×m to¹ ®é ®iÓm A' ®èi xøng víi ®iÓm A(1 ; –2 ; –5) qua ®−êng th¼ng   cã 

ph−¬ng tr×nh 

1 2

1

2 .

x t

y t

z t

 
   
 
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C¢U HáI TR¾C NGHIÖM CH¦¥NG III 

 

 

 

 

 

Trong kh«ng gian Oxyz cho ba vect¬ 

a


 = (1 ; 1 ; 0), b


 = (1 ; 1 ; 0) vμ c


= (1 ; 1 ; 1). 

Sö dông gi¶ thiÕt nμy ®Ó tr¶ lêi c¸c c©u hái 1, 2 vμ 3 sau ®©y. 

1. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo sai ? 

(A) 2a 


;            (B)  3c 


; 

(C) a b


 ;            (D) b c
 

. 

2. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo ®óng ? 

(A) .a c
 

= 1 ;           

(B) ,a b


 cïng ph−¬ng ;   

(C) 
2

cos( , )
6

b c 
 

 ;        

(D) 0a b c  
  

. 

3. Cho h×nh b×nh hμnh OADB cã ,OA a
 

 OB b
 

 (O lμ gèc to¹ ®é). To¹ ®é cña 

t©m h×nh b×nh hμnh OADB lμ : 

(A) (0 ; 1 ; 0) ;             (B) (1 ; 0 ; 0) ;   

(C) (1 ; 0 ; 1) ;             (D) (1 ; 1 ; 0).  
 

Trong kh«ng gian Oxyz cho bèn ®iÓm A(1 ; 0 ; 0), B(0 ; 1 ; 0), C(0 ; 0 ; 1) vμ 

D(1 ; 1 ; 1). 

Sö dông gi¶ thiÕt nμy cho c¸c bμi tËp 4, 5 vμ 6 sau ®©y. 

4. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo sai ? 

(A) Bèn ®iÓm A, B, C, D t¹o thμnh mét tø diÖn ; 

(B) Tam gi¸c ABD lμ tam gi¸c ®Òu ; 

(C) AB   CD ; 

(D) Tam gi¸c BCD lμ tam gi¸c vu«ng. 
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5. Gäi M, N lÇn l−ît lμ trung ®iÓm cña AB vμ CD. To¹ ®é ®iÓm G lμ trung ®iÓm 

cña MN lμ : 

(A) G 
1 1 1

; ;
3 3 3

 
 
 

 ;         (B) G 
1 1 1

; ;
4 4 4

 
 
 

 ;     

(C) G 
2 2 2

; ;
3 3 3

 
 
 

 ;         (D) G 
1 1 1

; ;
2 2 2

 
 
 

. 

6. MÆt cÇu ngo¹i tiÕp tø diÖn ABCD cã b¸n kÝnh lμ : 

(A) 
3

2
 ;            (B) 2  ;     

(C) 3  ;            (D) 
3

4
. 

7. Cho mÆt ph¼ng () ®i qua ®iÓm M(0 ; 0 ; ) vμ song song víi gi¸ cña hai vect¬ 

a


 = (1 ; 2 ; 3) vμ b


 = (3 ; 0 ; 5). 

Ph−¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng () lμ : 

(A) 5x – 2y – 3z – 21 = 0 ;      (B) –5x + 2y + 3z + 3 = 0 ; 

(C) 10x – 4y – 6z + 21 = 0 ;      (D) 5x – 2y – 3z + 21 = 0. 

8. Cho ba ®iÓm A(0 ; 2 ; 1), B(3 ; 0 ; 1), C(1 ; 0 ; 0). Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng 

(ABC) lμ : 

(A) 2x – 3y – 4z + 2 = 0 ;       (B) 2x + 3y – 4z – 2 = 0 ; 

(C) 4x + 6y – 8z + 2 = 0 ;       (D) 2x – 3y – 4z + 1 = 0. 

9. Gäi () lμ mÆt ph¼ng c¾t ba trôc to¹ ®é t¹i ba ®iÓm M(8 ; 0 ; 0), N(0 ; 2 ; 0), 

P(0 ; 0 ; 4). Ph−¬ng tr×nh cña () lμ :  

(A) 0
8 2 4

x y z
  


 ;        (B) 1
4 1 2

x y z
  


 ;    

(C) x – 4y + 2z = 0 ;         (D) x – 4y + 2z – 8 = 0. 

10. Cho ba mÆt ph¼ng () : x + y + 2z + 1 = 0 ; 

() : x + y – z + 2 = 0 ; 

() : x – y + 5 = 0. 



 96 

Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo sai ? 

(A) ( ) ( )   ;         (B) ( ) ( )   ;      

(C) ( ) // ( )   ;         (D) ( ) ( )  . 

11. Cho ®−êng th¼ng   ®i qua ®iÓm M(2 ; 0 ; 1) vμ cã vect¬ chØ ph−¬ng 

a


= (4 ; 6 ; 2). Ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng   lμ : 

(A) 

2 4

6

1 2

x t

y t

z t

  
  
  

  ;        (B) 

2 2

3

1

x t

y t

z t

  
  
  

 ;     

(C) 

2 2

3

1

x t

y t

z t

 
  
   

 ;         (D) 

4 2

6 3

2 .

x t

y t

z t

 
   
  

 

12. Cho d  lμ ®−êng th¼ng ®i qua ®iÓm A(1 ; 2 ; 3) vμ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 

() : 4x + 3y   7z + 1 = 0. 

Ph−¬ng tr×nh tham sè cña d lμ : 

(A) 

1 4

2 3

3 7

x t

y t

z t

  
   
   

 ;        (B) 

1 4

2 3

3 7

x t

y t

z t

 
  
  

 ;     

(C) 

1 3

2 4

3 7

x t

y t

z t

 
  
  

 ;         (D) 

1 8

2 6

3 14 .

x t

y t

z t

  
   
   

 

13. Cho hai ®−êng th¼ng 

  d1  : 

1 2

2 3

3 4

x t

y t

z t

 
  
  

    vμ   d2  : 

 
  
  

3 4

5 6

7 8 .

x t

y t

z t

 

Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo ®óng ? 

(A) d1   d2  ;                                  (B) d1 // d2 ; 

(C) d1   d2 ;          (D) d1 vμ d2 chÐo nhau. 



 97

14. Cho mÆt ph¼ng () : 2x + y + 3z + 1 = 0 vμ ®−êng th¼ng d cã ph−¬ng tr×nh 

tham sè : 

3

2 2

1.

x t

y t

z

  
  
 

 

Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nμo ®óng ? 

(A) d ( )  ;          (B) d c¾t () ;    

(C) d // () ;          (D) d ( ).  

15. Cho (S) lμ mÆt cÇu t©m I(2 ; 1 ; 1) vμ tiÕp xóc víi mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng 

tr×nh : 2x – 2y – z + 3 = 0. 

B¸n kÝnh cña (S) lμ : 

(A) 2 ;    (B) 
2

3
 ;    (C) 

4

3
 ;     (D) 

2

9
  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chïm mÆt ph¼ng 
 

 

 

 

 

H×nh 3.18 
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Trong kh«ng gian cho hai mÆt ph¼ng () vμ () c¾t nhau theo giao tuyÕn  . 

TËp hîp c¸c mÆt ph¼ng () chøa ®−êng th¼ng   nãi trªn ®−îc gäi lμ chïm 

mÆt ph¼ng x¸c ®Þnh bëi () vμ () vμ kÝ hiÖu lμ ((), ()). 

NÕu () vμ ( ) lÇn l−ît cã ph−¬ng tr×nh () : A1x + B1y + C1z + D1 = 0 

() : A2x + B2y + C2z + D2 = 0 

th× ng−êi ta chøng minh ®−îc ph−¬ng tr×nh cña chïm mÆt ph¼ng ((), ()) 

cã d¹ng :  

m(A1x + B1y + C1z + D1) + n(A2x + B2y + C2z + D2) = 0      (1) 

víi m2 + n2   0. 

Ph−¬ng tr×nh (1) cã thÓ ®−îc viÕt t¾t lμ : m() + n() = 0. 

Ta thÊy ph−¬ng tr×nh cña chïm mÆt ph¼ng rÊt ®¬n gi¶n nh−ng nã l¹i gióp 

chóng ta gi¶i ®−îc rÊt nhiÒu bμi to¸n vÒ ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng mét c¸ch ®éc 

®¸o vμ cùc k× ng¾n gän. 

 

VÝ dô. Trong kh«ng gian Oxyz cho hai mÆt ph¼ng () vμ () lÇn l−ît cã 

ph−¬ng tr×nh () : x + y + 5z – 1 = 0 

        vμ    () : 2x + 3y – z + 2 = 0. 

a) Chøng minh r»ng () c¾t () theo giao tuyÕn  . 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () chøa giao tuyÕn   vμ ®iÓm M(3 ; 2 ; 1). 

Gi¶i 

a) MÆt ph¼ng () vμ () lÇn l−ît cã c¸c vect¬ ph¸p tuyÕn : 

n


 = (1 ; 1 ; 5), n


 = (2 ; 3 ; –1). 

V×  
1 1

2 3
 nªn () c¾t () theo giao tuyÕn  .   

b) Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () cña chïm ((), ()) cã d¹ng : 

m(x + y + 5z – 1) + n(2x + 3y – z + 2) = 0  (1) 

§iÓm M(3 ; 2 ; 1) thuéc mÆt ph¼ng () nªn khi thay to¹ ®é cña M vμo (1) ta sÏ 

tÝnh ®−îc c¸c gi¸ trÞ cô thÓ cña cÆp sè (m ; n) ®Ó x¸c ®Þnh ph−¬ng tr×nh cña (). 
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Ta cã : m(3 + 2 + 5 – 1) + n(6 + 6 –1 + 2) = 0  9m + 13n = 0. 

Chän m = –13 ta ®−îc n = 9. 

Thay m = –13 vμ n = 9 vμo (1) ta ®−îc ph−¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng () cÇn 

t×m : 5x + 14y – 74z + 31 = 0. 

¤n tËp cuèi n¨m 

1.  Cho l¨ng trô lôc gi¸c ®Òu ABCDEF.A'B'C'D'E'F', O vμ O' lμ t©m ®−êng trßn 

ngo¹i tiÕp hai ®¸y, mÆt ph¼ng (P) ®i qua trung ®iÓm cña OO' vμ c¾t c¸c c¹nh 

bªn cña l¨ng trô. Chøng minh r»ng (P) chia l¨ng trô ®· cho thμnh hai ®a diÖn 

cã thÓ tÝch b»ng nhau. 

2.  Cho khèi lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' c¹nh b»ng a. Gäi E vμ F lÇn l−ît lμ trung 

®iÓm cña B'C' vμ C'D'. MÆt ph¼ng (AEF) chia khèi lËp ph−¬ng ®ã thμnh hai 

khèi ®a diÖn (H) vμ (H') trong ®ã (H) lμ khèi ®a diÖn chøa ®Ønh A'. TÝnh thÓ 

tÝch cña (H). 

3.  Cho mÆt cÇu (S) t©m O b¸n kÝnh r. H×nh nãn cã ®−êng trßn ®¸y (C) vμ ®Ønh I 

®Òu thuéc (S) ®−îc gäi lμ h×nh nãn néi tiÕp mÆt cÇu (S). Gäi h lμ chiÒu cao cña 

h×nh nãn ®ã.  

a) TÝnh thÓ tÝch cña h×nh nãn theo r vμ h. 

b) X¸c ®Þnh h ®Ó thÓ tÝch cña h×nh nãn lμ lín nhÊt. 

4. Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®iÓm A(1 ; 2 ; 1), B(7 ; 2 ; 3) vμ ®−êng 

th¼ng d cã ph−¬ng tr×nh : 

1 3

2 2

2 2 .

x t

y t

z t

  
  
  

 

a) Chøng minh r»ng hai ®−êng th¼ng d vμ AB cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng. 

b) T×m ®iÓm I trªn d sao cho AI + BI  nhá nhÊt. 

5. Cho tø diÖn ABCD cã c¹nh AD vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (ABC). BiÕt r»ng 

AC = AD = 4 cm, AB = 3 cm, BC = 5 cm. 

a) TÝnh thÓ tÝch tø diÖn ABCD. 

b) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm A tíi mÆt ph¼ng (BCD). 
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6.   Trong kh«ng gian Oxyz cho mÆt cÇu (S) cã ph−¬ng tr×nh   2 2 2 24x y z a  

(a > 0). 

a) TÝnh diÖn tÝch mÆt cÇu (S) vμ thÓ tÝch cña khèi cÇu t−¬ng øng. 

b) MÆt cÇu (S) c¾t mÆt ph¼ng (Oxy) theo ®−êng trßn (C). X¸c ®Þnh t©m vμ b¸n 

kÝnh cña (C). 

c) TÝnh diÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô nhËn (C) lμm ®¸y vμ cã chiÒu cao lμ 

3.a  TÝnh thÓ tÝch cña khèi trô t−¬ng øng. 

7. Trong kh«ng gian Oxyz cho hai ®−êng th¼ng d1 vμ d2 cã ph−¬ng tr×nh  

d1 :

1x t

y t

z t

 
 
  

   vμ    d2  :


   
 

2

1

.

x t

y t

z t

 

a) Chøng minh r»ng hai ®−êng th¼ng d1 vμ d2 chÐo nhau. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () chøa d1 vμ song song víi d2. 

8.  Trong kh«ng gian Oxyz cho  c¸c ®iÓm A(1 ; 0 ; –1), B(3 ; 4 ; –2), C(4 ; –1 ; 1), 
D(3 ; 0 ; 3). 

a) Chøng minh r»ng A, B, C, D kh«ng ®ång ph¼ng. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (ABC) vμ tÝnh kho¶ng c¸ch tõ D ®Õn (ABC). 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu ngo¹i tiÕp tø diÖn ABCD. 

d) TÝnh thÓ tÝch tø diÖn ABCD. 

9. Trong kh«ng gian Oxyz cho bèn ®iÓm A(2 ; 4 ; 1), B(1 ; 4 ; 1), C(2 ; 4 ; 3), 

D(2 ; 2 ; 1). 

a) Chøng minh r»ng c¸c ®−êng th¼ng AB, AC, AD vu«ng gãc víi nhau tõng ®«i 

mét. TÝnh thÓ tÝch khèi tø diÖn ABCD. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) ®i qua bèn ®iÓm A, B, C, D. 

c) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () tiÕp xóc víi mÆt cÇu (S) vμ song song víi 

mÆt ph¼ng (ABD). 

10. Trong kh«ng gian Oxyz cho ®−êng th¼ng d : 

1 2

2

3

x t

y t

z t

 
  
  

 

vμ mÆt ph¼ng () : 2x + y + z = 0. 
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a) T×m to¹ ®é giao ®iÓm A cña d vμ (). 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () qua A vμ vu«ng gãc víi d. 

11. Trong kh«ng gian Oxyz cho c¸c ®iÓm A(1 ; 2 ; 0), B(3 ; 0 ; 2), C(1 ; 2 ; 3), 

D(0 ; 3 ; 2). 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (ABC) vμ ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng 

th¼ng AD. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng () chøa AD vμ song song víi BC. 

12. Trong kh«ng gian Oxyz cho bèn ®iÓm A(3 ; 2 ; 2), B(3 ; 2 ; 0), C(0 ; 2 ; 1) vμ 

D(1 ; 1 ; 2) 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (BCD). Suy ra ABCD lμ mét tø diÖn. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu (S) t©m A vμ tiÕp xóc víi mÆt ph¼ng (BCD). 

c) T×m to¹ ®é tiÕp ®iÓm H cña (S) vμ mÆt ph¼ng (BCD). 

13. Trong kh«ng gian Oxyz, cho hai ®−êng th¼ng : 

d1 : 

1 3

1 2

3 2

x t

y t

z t

  
  
  

   vμ   d2 : 


  
   

1

3 2 .

x t

y t

z t

 

a) Chøng minh d1  vμ d2  cïng thuéc mét mÆt ph¼ng. 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng ®ã. 

14. Trong kh«ng gian cho ba ®iÓm A, B, C.  

a) X¸c ®Þnh ®iÓm G sao cho 2 2 0GA GB GC  
   

. 

b) T×m tËp hîp c¸c ®iÓm M sao cho MA
2
 + 2MB

2
 – 2MC

2
 = k

2
, víi k lμ h»ng sè. 

15. Cho hai ®−êng th¼ng chÐo nhau 

d : 

2

1

1

x t

y t

z t

 
   
  

   vμ   d' : 

 
 
  

2 2

1 .

x t

y t

z t

 

a) ViÕt ph−¬ng tr×nh c¸c mÆt ph¼ng () vμ () song song víi nhau vμ lÇn l−ît 

chøa d vμ d'. 
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b) LÊy hai ®iÓm M(2 ; 1 ; 1) vμ M'(2 ; 0 ; 1) lÇn l−ît trªn d vμ d'. TÝnh kho¶ng 

c¸ch tõ M ®Õn mÆt ph¼ng () vμ kho¶ng c¸ch tõ M' ®Õn mÆt ph¼ng (). 

So s¸nh hai kho¶ng c¸ch ®ã. 

16. Trong kh«ng gian Oxyz cho mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh 4x + y + 2z + 1 = 0 

vμ mÆt ph¼ng () cã ph−¬ng tr×nh 2x – 2y + z + 3 = 0. 

a) Chøng minh r»ng () c¾t (). 

b) ViÕt ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng th¼ng  d  lμ giao cña () vμ (). 

c) T×m ®iÓm M' ®èi xøng víi ®iÓm M(4 ; 2 ; 1) qua mÆt ph¼ng (). 

d) T×m ®iÓm N' ®èi xøng víi ®iÓm N(0 ; 2 ; 4) qua ®−êng th¼ng d.  

 



 103

H−íng dÉn gi¶I bμi tËp vμ §¸p sè

Ch−¬ng I. Khèi ®a diÖn 

§1. Kh¸i niÖm vÒ khèi ®a diÖn  

1. vμ 2. Sö dông tÝnh chÊt : Mçi c¹nh cña mét 

®a diÖn lμ c¹nh chung cña ®óng hai mÆt. 

3. Chia h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' 

thμnh n¨m tø diÖn : AB'CD', A'AB'D', 

BACB', C'B'CD', DACD'. 

4.  Chia h×nh lËp ph−¬ng thμnh hai l¨ng trô 

b»ng nhau råi chia mçi l¨ng trô thμnh ba 

tø diÖn  b»ng nhau. 

§2. Khèi ®a diÖn låi vμ khèi ®a diÖn ®Òu 

2.   TØ sè ®ã b»ng 2 3.   

3.  Gäi (H) lμ h×nh tø diÖn ®Òu c¹nh a. Khi ®ã 

t©m cña c¸c mÆt cña (H) t¹o thμnh mét tø 

diÖn (H') cã s¸u c¹nh ®Òu b»ng 
3

a
  

4.  §Ó ý r»ng B, C, D, E c¸ch ®Òu A vμ F 

nªn chóng ®ång ph¼ng. 

§3. Kh¸i niÖm vÒ thÓ tÝch cña khèi ®a 
diÖn 

1.   3 2

12
a   

2.  
3 2

3

a
  

3.  TØ sè cña thÓ tÝch lμ 3. 

4.  TÝnh diÖn tÝch tam gi¸c theo hai c¹nh vμ 

gãc xen gi÷a. 

5.  
3

. 36D CEF

a
V    

6. Gäi h lμ ®é dμi ®−êng vu«ng gãc chung 

cña d vμ d',  lμ gãc gi÷a hai ®−êng 

th¼ng d vμ d'. 

Khi ®ã 
1

.sin
6ABCD

V hab  . 

«n tËp ch−¬ng I 

5.   
 2 2 2 2 2 2

abc
OH

a b b c c a

 

6.  a) TØ sè thÓ tÝch cÇn t×m lμ 
5

8
  ;  

b) 
3

.

5 3

96S DBC

a
V    

7.   3
.

8 3.
S ABC

V a  

8.  
5 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

( 2 )

6( )( )( )

abc a b c
V

a c b c a b c

 
 

   
 

9.  
3 6

18

a
V  

10. b) 
35

18 3

a
V    

11. TØ sè thÓ tÝch cña chóng b»ng 1.  

12. a) 
3

6ADMN

a
V  ;  

b) TØ sè thÓ tÝch ph¶i t×m  lμ 
55

89
  

Ch−¬ng II. MÆt nãn, mÆt trô, mÆt cÇu 

§1. Kh¸i niÖm vÒ mÆt trßn xoay 

2.  a) H×nh trô ;      

 b) H×nh nãn ;  

c) Khèi nãn ;     

d) Khèi trô. 

3.  a)  2514,5
xq

S cm
2
  ;  

b) V  13 089,969 cm
3
 ;  

c) 500 cm
2
. 

4.  MÆt nãn nhËn AB lμm trôc, gãc ë ®Ønh 

b»ng o60 .  
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5.  a)  219,91
xq

S cm
2
 ; V  549,77 cm

3 ; 

b) 56 cm
2.  

6.   22
xq

S a  ; 


 
3 3

3

a
V  

7.  a)  22 3
xq

S r  ;   22( 3 1)
tp

S r  ;  

b)  33V r  ;    

c) 
3

2

r
  

8.  a) 3  ;   

b) 
1

2
  

9.  a) 
22

2xq

a
S


 ; 

2

2®¸y

a
S


  ; 


32

12

a
V


 ; 

b) 
2 2

3SBC

a
S    

10. 
25

2ABCD

r
S  ; 

3
cos

5
    

§2. MÆt cÇu  

1. TËp hîp c¸c ®iÓm M lu«n nh×n AB cè 

®Þnh d−íi mét gãc vu«ng lμ mÆt cÇu 

®−êng kÝnh AB.  

2.  
2

2

a
r    

3. TËp hîp t©m c¸c mÆt cÇu lu«n chøa mét 

®−êng trßn cè ®Þnh cho tr−íc lμ mét 

®−êng th¼ng  vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 

chøa ®−êng trßn ®ã t¹i t©m cña ®−êng 

trßn. 

4. TËp hîp t©m nh÷ng mÆt cÇu cïng tiÕp 

xóc víi ba c¹nh cña mét tam gi¸c cho 

tr−íc lμ trôc cña ®−êng trßn néi tiÕp tam 

gi¸c ®· cho. 

5.  b) d
2
 – r

2
. 

7.  a)  2 2 21

2
a b c  ;  

b) 2 21
.

2
b c  

10.   2 2 2( )S a b c  ;  

2 2 2 2 2 21
( ). .

6
V a b c a b c      

¤n tËp ch−¬ng II 

1.  C©u a) vμ d) ®óng. 

2.  2 2
xq

S a  ; 
3

3

a
V


   

5.  a) 
6

3

a
AH  ;   

b) 
22 2

3xq

a
S


 ; 

3 6

9

a
V


   

6.  
3

4

a
r  ; 

29

4

a
S


; 

39

16

a
V


   

7.  b) 
3

2
  

 

 

 

 

 

 

Ch−¬ng III. Ph−¬ng ph¸p to¹ ®é  
trong kh«ng gian 

§1. HÖ to¹ ®é trong kh«ng gian 

1.  a) 
    
 

1 1
11 ; ; 18

3 3
d


 ; 

b) e


 = (0 ; 27 ; 3). 

2.  
2 4

; 0 ; .
3 3

G
   
 

 

3.  A' = (3 ; 5 ; –6), B' = (4 ; 6 ; –5) , 

C = (2 ; 0 ; 2),  D' = (3 ; 4 ; –6).  

4.  a) .a b


= 6 ;    

b) .c d


= –21. 
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5.  a) MÆt cÇu t©m O = (4 ; 1 ; 0), cã b¸n 

kÝnh r = 4 ; 

b) MÆt cÇu t©m I = 
    
 

4 5
1 ; ;

3 2
, cã 

b¸n kÝnh r = 
1

3
6
  

6.  a) MÆt cÇu cã ph−¬ng tr×nh lμ : 

(x – 3)
2
 + (y + 1)

2
 + (z – 5)

2
 = 9 ;  

b) MÆt cÇu cã ph−¬ng tr×nh lμ : 

(x – 3)
2
 + (y + 3)

2
 + (z – 1)

2
 = 5. 

§2. Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng 

1.  a) 2x + 3y + 5z – 16 = 0 ; 

b) x – 3y + 3z – 9 = 0 ; 

c) 2x + 3y + 6z + 6 = 0. 

2.  x – y – 2z + 9 = 0. 

3.  a) z = 0  ; x = 0 ; y = 0 ; 

b) z = –3 ; x = 2 ; y = 6. 

4.  a) 2y + z = 0 ;   b) 3x + z = 0 ; 

c) 4x + 3y = 0. 

5.  a) (ACD) : 2x + y + z – 14 = 0 ;  

(BCD) : 6x + 5y + 3z – 42 = 0 ; 

b) () : 10x + 9y + 5z – 74 = 0. 

6.  () : 2x – y + 3z – 11 = 0. 

7.  () : x – 2z + 1 = 0. 

8.  a) n = –4 , m = 4 ; 

b) n = 
10

3
 , m = 

9

2


  

9.  a) 5 ; b) 
44

13
 ;  c) 2. 

10. a) Chän hÖ trôc Oxyz sao cho A = (0 ; 0 ; 0), 

B = (1 ; 0 ; 0), D = (0 ; 1 ; 0), A' = (0 ; 0 ; 1). 

Sau ®ã viÕt ph−¬ng tr×nh cña hai mÆt 

ph¼ng (AB'D') vμ (BC'D), tõ ®ã suy ra 

chóng song song víi nhau. 

b)  d = 
3

3
  

§3. Ph−¬ng tr×nh ®−êng th¼ng trong 
kh«ng gian 

1.  a) d : 

 
  
  

5 2

4 3

1

x t

y t

z t

 ;  b) d : 

 
   
  

2

1

3

x t

y t

z t

; 

c) d : 

 
 
   

2 2

3

3 4

x t

y t

z t

; d) d : 

 
  
  

1 4

2 2

3 .

x t

y t

z t

 

2.  a) d' : 

 
   
 

2

3 2

0

x t

y t

z

 ; b) d'' : 


   
  

0

3 2

1 3 .

x

y t

z t

 

3.  a) d c¾t d' ;  b) d // d'.  

4.  a = 0. 

5.  a) 1 ®iÓm chung ;  

b) 0 ®iÓm chung ; 

c) v« sè ®iÓm chung. 

6.  d( , ()) = 
2

3
  

7.  a) H
  
 

3 1
; 0 ;

2 2
 ;   

 b) A'(2 ; 0 ; –1).  

8.  a) H(–1 ; 2 ; 0) ;   

 b) M'(–3 ; 0 ; –2) ;  

c) MH = 2 3.  

10.  d(A, (A'BD)) = 
1

3
 ; d(A, (B'D'C)) = 

2

3
  

 

 

 

 

¤n tËp ch−¬ng III 

1.  a) ViÕt ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (BCD), 

 chøng minh A   (BCD) ; 

b) Gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng AB vμ CD lμ 

 45
o

 ; 

c) AH = 1 (H lμ ch©n ®−êng vu«ng gãc h¹ 

 tõ  A xuèng (BCD)). 
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2.  a) I(1 ; 1 ; 1) ; r = 62 ; 

b) (S) : (x – 1)
2
 + (y – 1)

2
 + (z – 1)

2
 = 62 ; 

c) () : 5x + y – 6z – 62 = 0. 

3.  a) (BCD) : 8x – 3y – 2z + 4 = 0 ; 

b) AH = 
36

77
 ; 

c) () : x – z + 5 = 0. 

4.  a) 

 
  
   

1 2

3 3

x t

y t

z t

 ;   b)

 
  
   

2 2

3 4

5 5 .

x t

y t

z t

  

5.  T©m J(–1 ; 2 ; 3), b¸n kÝnh r' = 8. 

6.  a) M(0 ; 0 ; –2) ;   

b) 4x + 3y + z + 2 = 0. 

7.  a) 6x – 2y – 3z + 1 = 0 ; 

b) M(1 ; –1 ; 3) ;   

c) 

 
   
  

1 2

1 3

3 6 .

x t

y t

z t

 

8.  4x + 6y + 5z + 51 5 77  = 0. 

9.  H(–3 ; 1 ; –2). 

10.  M'(6 ; 13 ; –4). 

11.  

 

   





3

7

25
:

7

18
.

7

x

y t

z

  

12.  A'(–3 ; 2 ; 1). 
 

 

 

¤n tËp cuèi n¨m 

1.  Dïng phÐp ®èi xøng t©m I. 

2.   325

72
V a . 

3.  a)   21
(2 )

3
V r h h  ; 

b) V ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt b»ng 
332

81

r
 

 khi  h = 
4

3

r
. 

4.  a) d // AB ;   

b) I(2 ; 0 ; 4). 

5.  a) V = 8 cm
3
 ;  

b) d(A, (BCD)) = 
12

34
. 

6.  a) S = 16 a
2
 ;  V = 332

3
a  ; 

b) O(0 ; 0 ; 0) ; r' = r = 2a ;   

c) Sxq = 24 3a  ;  V = 34 3a . 

7.  a) 



  

1 2

1 2

d d
a ka

d d

 

; 

b) () : 2x – y – 3z – 2 = 0. 

8.  a) Chøng minh , ,AB AC AD
  

 kh«ng ®ång 

ph¼ng. 

b) d(D, (ABC)) = 
 


 

3 6 3
6

1 1 4
. 

c) Ph−¬ng tr×nh cña mÆt cÇu lμ  

(x  3)
2
 + (y  2)

2
 + (z  0,5)

2
 = 

41

4
. 

d)    
1 1

21. 14. 6 7
3 2ABCD

V . 

9.  a) V = 
4

3
 ;     

b) (S) :      2 2 23 21
( ) ( 3) ( 1)

2 4
x y z  ; 

c) 
1

( )  : z – 1 –  
21

2
 = 0 ; 

2
( )  : z – 1 + 

21

2
 = 0. 
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10.  a) 
  
 

10 15 5
; ;

4 4 4
A  ; 

b) () : 4x – 2y + 2z + 15 = 0. 

11.  a) (ABC) : 3x – 5y – 2z + 13 = 0 ;     

AD : 

  
  
  

1

2

2 .

x t

y t

z t

 

b) () : 5x – 9y – 2z + 23 = 0. 

12.  a) (BCD) : x + 2y + 3z – 7 = 0 ;    

b) (S) : (x – 3)
2
 + (y + 2)

2
 + (z + 2)

2
 = 14 ; 

c) H(4 ; 0 ; 1). 

13.  a) d1 c¾t d2  t¹i M(2 ; 3 ; 1). 

b) Ph−¬ng tr×nh mÆt ph¼ng (d1, d2) lμ 

6x – 8y + z + 11 = 0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14.  a) G x¸c ®Þnh bëi : 
 

2 .AG CB   

b) Chøng minh 

2 2 2 2 2( 2 2 ).GM k GA GB GC     

15.  a) () : 2x – y – 3z – 2 = 0 ; 

() : 2x – y – 3z – 1 = 0 ; 

b) d(M' , ()) = d(M, ()) = 
1

14
  

16.  b)


 
   

1

1 2

x t

y

z t

 ;   

c) M'(4 ; 0 ; 3) ; 

d) N'(4 ; 0 ; 2). 
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B¶ng thuËt ng÷ 

C 

C¹nh cña h×nh ®a diÖn 6 

D 

DiÖn tÝch mÆt cÇu  48 

DiÖn tÝch toμn phÇn cña h×nh nãn 33 

DiÖn tÝch toμn phÇn cña h×nh trô 37 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh nãn 32 

DiÖn tÝch xung quanh cña h×nh trô 36 

§ 

§a diÖn 6 

§¸y cña h×nh nãn 32 

§¸y cña h×nh trô 35 

§iÓm ngoμi 5,6 

§iÓm tiÕp xóc 46 

§iÓm trong 5,6 

§Ønh cña h×nh ®a diÖn 6 

§Ønh cña h×nh nãn 32 

§−êng kÝnh mÆt cÇu 42 

§−êng sinh cña mÆt nãn 31 

§−êng sinh cña mÆt trô 35 

§−êng th¼ng tiÕp xóc víi mÆt cÇu 46 

§−êng trßn lín 45 

G 

Gãc ë ®Ønh cña mÆt nãn 31 

H 

Hai h×nh b»ng nhau 10 

HÖ to¹ ®é Oxyz 62 

HÖ trôc to¹ ®é §Ò-c¸c vu«ng gãc 

Oxyz 62 

H×nh ®a diÖn 6 

H×nh nãn trßn xoay (h×nh nãn) 32 

H×nh trô trßn xoay (h×nh trô) 35 

K 

Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm 66 

Kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét 

mÆt ph¼ng 78 

Khèi b¸t diÖn ®Òu (h×nh t¸m mÆt 

®Òu) 16 

Khèi cÇu 42 

Khèi chãp 4 

Khèi ®a diÖn 6 

Khèi ®a diÖn ®Òu 15 

Khèi ®a diÖn ®Òu lo¹i {p ; q} 15 

Khèi ®a diÖn låi 14 

Khèi l¨ng trô 4 

Khèi lËp ph−¬ng  15  

Khèi lËp ph−¬ng ®¬n vÞ 21  

Khèi trô trßn xoay (khèi nãn) 32 

Khèi trô trßn xoay (khèi trô) 36 

Khèi tø diÖn ®Òu 15 

Kh«ng gian Oxyz 62 

Kinh tuyÕn 43 

M 

MÆt cÇu 41 

MÆt cÇu ngo¹i tiÕp h×nh ®a diÖn 47 

MÆt cÇu néi tiÕp h×nh ®a diÖn 47 

MÆt nãn trßn xoay 31 

MÆt ph¼ng kÝnh 45 

MÆt ph¼ng tiÕp xóc víi mÆt cÇu 44 

MÆt ph¼ng to¹ ®é 62 

MÆt trßn xoay 31 

MÆt trô trßn xoay 35 

MÆt xung quanh cña h×nh nãn 32  

MÆt xung quanh cña h×nh trô 35 

MiÒn ngoμi 6 

MiÒn trong 6 
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P 

Ph©n chia vμ l¾p ghÐp c¸c khèi 

®a diÖn 10 

PhÐp biÕn h×nh trong kh«ng gian 8 

PhÐp dêi h×nh trong kh«ng gian 8 

PhÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng 9 

PhÐp ®èi xøng qua mÆt ph¼ng 9 

PhÐp ®èi xøng t©m 9 

PhÐp tÞnh tiÕn 8 

Ph−¬ng tr×nh cña mÆt ph¼ng theo 

®o¹n ch¾n 74 

Ph−¬ng tr×nh mÆt cÇu 66 

Ph−¬ng tr×nh tham sè cña 

®−êng th¼ng 83 

Ph−¬ng tr×nh tæng qu¸t cña 

mÆt ph¼ng 71 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

T 

ThÓ tÝch khèi cÇu 48 

ThÓ tÝch khèi chãp 23 

ThÓ tÝch khèi ®a diÖn 21 

ThÓ tÝch khèi hép ch÷ nhËt 22 

ThÓ tÝch khèi l¨ng trô 23 

ThÓ tÝch khèi nãn 34 

ThÓ tÝch khèi trô trßn xoay 37 

TÝch cã h−íng 70 

TÝch v« h−íng 65 

TiÕp diÖn cña mÆt cÇu 44 

TiÕp tuyÕn cña mÆt cÇu 46 

To¹ ®é cña ®iÓm 63 

To¹ ®é cña vect¬ 64 

Trôc cña mÆt nãn 31 

Trôc cña mÆt trßn xoay 31 

Trôc cña mÆt trô 35 

V 

Vect¬ ®¬n vÞ 62 

Vect¬ ph¸p tuyÕn 69 

VÜ tuyÕn 43 
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